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Spannungen und Verschiebungen 
der krummen Flichen mit schiefem Grundrif. 


Von D. Riidiger, Dresden. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Lésung des Spannungs- und Verschiebungszustandes der krummen 
Flachen mit Parallelogrammgrundrissen wird auf die Integration partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zuriickgefiihrt. Die Gleichungen sind bis auf die Stérungsfunktionen mit den 
Differentialgleichungen identisch, welche H. J. Jellet und A. Pucher zur Berechnung der 
infinitesimalen Deformationen und der Spannungen in Flaichen mit rechteckigen Grundrissen 
aufgestellt haben. 


Summary. The problem of stresses and deformations of curved surfaces having a parallelogram 
as their horizontal projection is reduced to the solution of partial differential equations of the 
second order. Apart from the perturbation functions, these equations are identical to those 
given by H. J. Jellet and A. Pucher for computing the infinitesimal deformations and stresses 
in surfaces having a rectangular horizontal projection. 


Résumé. L’auteur montre comment le probléme des tensions et des déplacements des surfaces 
ayant un paraliélogramme pour projection horizontale est résolu par des équations aux derivées 
partielles du deuxiéme ordre. A l’exception des seconds membres, les équations différentielles 
sont identiques a celles données par MM. H. J. Jellet et A. Pucher pour calculer les déformations 
infinitésimales et les tensions dans les surfaces ayant une projection horizontale rectangulaire. 


I. Einleitung. 


Zur Berechnung des Spannungszustandes in doppelt gekriimmten Flachen mit 
rechteckigen Grundrissen hat A. Pucher! eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung fiir eine Spannungsfunktion aufgestellt. In der nachstehenden Arbeit werden 
die Verschiebungen und die Spannungen krummer Flachen iiber Parallelogramm- 
grundrissen berechnet. Bei der Ableitung der drei Komponenten des Verschiebungs- 
vektors eines Flachenpunktes aus dem Verzerrungszustand wird der Anschlu8 an 
Differentialgleichungen hergestellt, die H. J. Jellet? zur Berechnung der infinitesimalen 
Deformationen unausdehnbarer Flichen mit rechteckigen Grundrissen verwendet 
hat. Die Spannungen infolge einer stetigen Belastung werden durch Differentiation 
einer Spannungsfunktion gewonnen. Die Differentialgleichung fiir die Spannungs- 
funktion ist bis auf das Stérungsglied mit der von A. Pucher aufgestellten identisch. 
Bei der Ableitung der Endgleichungen wird von der allgemeinen Schalentheorie 
von H. Neuber® Gebrauch gemacht. 


II. Koordinatensystem und geometrische Werte der Flichen. 


Ein Punkt der untersuchten Flichen habe die rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten x* (k = 1, 2,3), die als gentigend oft differentierbare Funktionen der 


1 A. Pucher: Uber den Spannungszustand in doppelt gekriimmten Flachen. Beton u. 


Eisen 38, 298 (1934). . 
2 H. J. Jellet: On the Properties of Inextensible Surfaces. Irish Acad. Trans. 22, 343 (1853). 


3 H. Neuber: Allgemeine Schalentheorie. Z. angew. Math. Mechan. 29, 97 (1949). 
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krummlinigen Koordinaten x* (« = 1, 2) vorausgesetzt werden. Die krummlinigen 
Koordinaten bilden im Grundri8 ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit dem 
Schnittwinkel x/2 — v (Abb. 1). Die Parameterdarstellung 


Sy, der Flache F (x*) = 0 lautet somit: 
ee a = 2cos + + x? sin = 
wet, B= ot sin $ + x? cos 5 
Abb. 1. Koordinatensystem. x3 — f (x1, a). 
Tabelle 1. Geometrische Werte der Flachen. 
ko al 2 | 3 
k YQ sex | 
Cy CCR ik’ | fia 
ik Y 
Cy sin -> cos 5 | his 
| 
Ds a ia sng + firhie | 
9 sing + firhis 1 + fie? 
ai ae Lh fis" sing + fiifie | 
a a | 
az” _ sing + firhie a be lis: | 
a a | 
N, _(—f, 008 $ + fasin §) (+ ee emer cos £) | ay. Leese 
" Va 2 Va 2 2 | ya 
pi Fits Ui sacs Hee 0 ae 
C12 ik 0 0 + fire 
; ¥ 
C09 - P 0 + fie 
by a tes Cos + 122. 008 9 
la Va 
oe a : 
boa 5S = COs “ ue Cos p 
eM od ae Sani ie : foal V 
: fi a 
ead ore (fir — fig Sin :”) + fue (7, — fy sing) 
a if 
shee + 42 (4, — fy sin 9) + Lie (7, — fy sin g) 
1 f 
Tv29 + 2 (fia — fiz sin 9) 
a ‘ on 
aoe | + £2 (7, — fu. sin 9) 


Spannungen und Verschiebungen der krummen Flichen mit schiefem GrundriB. 267 


Die Koordinaten der Tangentenvektoren werden mit ck = x. bezeichnet. Fir die 
Differentialquotienten der Tangentenvektoren wird die Abkiirzung c# a Chae ein- 
gefiihrt. Die Koordinaten des Ma8tensors der Flache werden aus den Gleichungen 
xg = ch ck, a** = c* c8 berechnet. Die kontravarianten Koordinaten der Tangenten- 
vektoren folgen als Unterdeterminante der GréBen cf, ck, N*, dividiert durch die 
Wurzel der Determinante a der kovarianten Koordinaten des Maftensors. Hierbei 
sind N* die Koordinaten des normierten Normalenvektors. Zur Berechnung der 
kovarianten Koordinaten des Haupttensors wird die Gleichung bap = chp Ny ver- 
wendet. Die Christoffel-Klammern zweiter Art der Fliche werden aus der Beziehung 
Psy =; Ch, gewonnen. Die Werte sind in der vorstehenden Tabelle 1 einge- 
tragen. Zur Berechnung der Christoffel-Symbole ergibt sich wegen cp, = 0 die ein- 
fache Gleichung I°;,, = c3 fz,. Fiir die Determinante der kovarianten Koordinaten 
des Maftensors gilt: 


a=1+fY the sin g (sin g + 2f);f,2)- 


III. Die Differentialgleichungen des Verschiebungszustandes. 


Die Differentialgleichungen zur Berechnung der Verschiebungen werden von 
Beziehungen abgeleitet, welche zwischen den kovarianten Koordinaten des Ver- 
schiebungsvektors und des Verzerrungstensors bestehen?: 


lop , 
g (Kaper V sla) — bag VO) = dyp. j (1) 


In den drei Gl. (1) wird die kovariante Differentiation durch die partielle ersetzt. 
Es ergeben sich die Gleichungen : 


Vin — Pry Vy — 14 Ve — by VO = dy, | 


Vyjo + Von — 22h Vy — 2D Vo — 2 byp VO) = 2 dye, 
Vain — Phen Vi — D202 Ve — bap, Vi8) = dyp. 
Durch die Einfiihrung der Abkirzung 
W=cV,+N, Ve (3) 
kann das Gleichungssystem (2) zu 


Vin imme fia W= dy, | 


(2) 


Vij2 + Vou a 2 fire W= 2 die; (4) 
Vaio ia fioe W= dye 


vereinfacht werden. 


Die simultanen Differentialgleichungen (4) werden zu partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zusammengefat. Durch Elimination von W folgt: 


Var ™ Vaio dyy teed doe | 


fia fies fia fig’ 
Vou + Vise Von _ Aig Age 


= 5 
Df fin fa ae’ { (9) 
Von + Vig Vay _ Ge au 
2 fire fiaz fia fin” 
Aus (5,) und (53) wird 
V, 2f— (422) (Vij — 41) - tiga (Vin — dy3)1) + dooi1, 
fin 1 fia (6) 
Von =2 ae (Vin — dy) + 2 jus (Vijie — dy4)2) i Vi 28 te 2 dya)2 


18* 
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und aus (5,) und (5,) wird 


Vine= (Gt) (Voie — dee) ate ia (Voj09 wae Aooi2) a Ay1\2, 


five 


(7) 


Vijor = 2 (32) (Voie jie doe) ++ 2 2 (Vane — dye ) Sar Voi cB 2 dypi1 


9 fir 
fies 1 ri 
berechnet. Durch Subtraktion der Gl. (6) und (7) erhalt man die beiden analogen 
Differentialgleichungen 
V d 
fies Voi ns 2 fire Voie a fi Voiee rar - ie (fis fi2e ai fia): aaa ri (fia fies eas fi12")12 <4 


f= es (ditie cu 2 dyo11) Ta 2 fied 2211 + fia 4ee25 (8) 


: 
fiee Vii — 2 fire Vine & Iii Viioe — = (hishiss — fia”) 1 oe ~ (fix fi2z — fia2*)i1 
an Rieter’, dayy2 +f i2e411 \1- (9) 


Aus den Gl. (4) kann auch eine Differentialgleichung fiir die Verschiebung W auf- 
gestellt werden. Zunadchst wird V, eliminiert. Durch Differentiation der Gl. (4,) 
und (4,) 
Vine — iar Wie = + dire» 
Vier + Ver — 2 Fire Wa = + 2 die 

und durch Subtraktion ergibt sich 

Von ik (fia Wie =e (fire Whi ie) kak ditys a6 2 dy9\1- (10) 
Aus den Gl. (43) und (10) folgt: 

a Vs aay (fies Win = + do 1115 
5 Voie + (fin W)i22 — 2 (fire W jin = — Ayi)02 + 2 dys i129. 


Wird die erste Gleichung von der zweiten subtrahiert, ergibt sich die Differential- 
gleichung 


(fies Whi 2 (fire Wire a (fin W)) 20 mee (diisoe etl 2 dye i12 “- yo) 11) 


oder nach der Ausrechnung der linken Seite: 
fies Win inl 2 fire Wiis si fu W io cea ors (diijoe aap 2 dio i12 i dys 111) (11) 


Zur Berechnung der technisch-physikalischen Verschiebungen der Flaichen ist die 
Kenntnis der physikalischen Tensorkomponenten notwendig. Fiir diese gilt in schief- 
winkligen Flichenkoordinaten* 


Vi) = Va,, V,a*’, iiber « nicht summieren, 
a : (12) 
d(«p) = 55. d,,a°*a™® iiber «x, 8 nicht summieren 


oder nach den kovarianten Koordinaten aufgelést: 


Arp. (13) 


Die technisch-physikalischen Verschiebungen Vi) in der Schalenmittelflache be- 
rechnen sich nach (12) aus zwei Anteilen, welche neben geometrischen GréBen die 


dap ars, 
o,T 


H. Ne: euber: Die Grundgleichungen der elastischen Stabilitat in allgemeinen Koordinaten 
und ihre Integration. Z. angew. Math. Mechan. 28, 321 (1943). — C. Truesdell: The physical 
components of vectors and tensors. Z. angew. Math. Mechan. 88, 345 (1953). 
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kovarianten Koordinaten des Verschiebungsvektors V, enthalten. Die Verschie- 
bung V@) in Richtung des Normalenvektors ergibt sich aus der Gl. (3) 


Vos) = Le (W — 3 V,). (14) 


COs 

Mit den Gl. (12), (13) und (14) ist die Berechnung der bei praktischen Aufgaben 
interessierenden technisch-physikalischen Verschiebungen der Punkte der Flache auf 
die Berechnung der Gréfen V,, V, und W zuriickgefiihrt worden. Die Differential- 
gleichungen sind fiir Flichen mit beliebigem schiefem Grundri8 giltig. Im Sonder- 
fall ¢ = 0 kénnen die Gleichungen zur Berechnung der Verschiebungen krummer 
Flachen mit rechteckigen Grundrissen verwendet werden. Der Spannungszustand 
dieser Flachen ist bekannt. A. Pucher! hat zu dessen Berechnung eine partielle 
Differentialgleichung fiir eine Spannungsfunktion abgeleitet, die sich von der 
Differentialgleichung (11) nur durch die Stérungsfunktion unterscheidet. 

Die partiellen Differentialgleichungen (8), (9) und (11) sind fiir d,,;—= 0 mit 
Gleichungen identisch, die H. J. Jellet? zur Berechnung der infinitesimalen Verschie- 
bungen von beliebigen unausdehnbaren Flachen mit rechteckigen Grundrissen auf- 
gestellt hat. 

IV. Der Spannungszustand. 


Die Differentialgleichungen zur Berechnung der Spannungen werden aus den 
Gleichgewichtsbedingungen an einem differentialen Flachenabschnitt in Richtung 
der Vektoren c*, ch und N* abgeleitet. Bezeichnen L** die mit der Schalendicke 
multiplizierten kontravarianten Koordinaten des Spannungstensors, gilt fiir die 
Gleichgewichtsbedingungen?: L**|, + p* = 0, \ es 

L*? b. 3 + pe) = 0. J 
Die auf die Einheit der unverformten Flaiche bezogenen Belastungskomponenten 
sind mit p(k) bezeichnet worden. In den Gl. (15) wird die kovariante Differentiation 
durch die partielle Differentiation ersetzt. Mit den Abkiirzungen 


[76 — VaL**, p*=Vap*, pe —Ja pe (16) 
ergibt sich fiir das Gleichungssystem (15): 
[eee Cele eae 7m 4 pt = 0, | 
Wee 9G a8 a Pe, Le Pa ht Oi (17) 
ae py +2 bi» L? + Boo [2 + pe) = 0. | 
Die Gl. (17,) und (17,) kénnen mit 


[2 1g Ps) Pues pu 2 dip LP 
22 boo boo : 
a es ps) 2b» TP boo [2 
PAT bi 11 bi ; 
* * = bi r 1 1 bie | 
i; +- ie, > rir, . Pron = + 21 (The a Bier) Tet 
iP 


— pe) + pl = 0, 

22 

Beau) ey b (18) 
i, + De, + 224(Phe — Pha pt) + L4(P in — Ph GB) — 


11 
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umgeformt werden. Setzt man in den Gl. (18) und (173) fiir die Christoffel-Symbole 
und die Koordinaten des Haupttensors die Werte der Tab. 1 ein, ergeben sich die 
Gleichgewichtsbedingungen zu 


1 
* * : C3 ‘* . 
DY Lis ye PO Ps | 

2 
; Bos * 19 
Pe, + L2,.= , B® — £2, (19) 
* * * 1 a 
fir E+ 2freL™ + firel® = — ze BO. 


Durch Einfiihrung einer Spannungsfunktion F = F (21, x?) 
1 


iM = F224 | (Be — p) der, 


Pe et faa: 


ce 


im = + Fin +\(s0— 2) de 
3 
werden die Gleichgewichtsbedingungen (19,) und (19,) identisch erfiillt. Das Ein- 
tragen des Ansatzes in die Gl. (195) liefert die partielle Differentialgleichung 


aap 
= las Be = * 
fin Pie — 2fire Pie + hel in = — Fb — fis\( po — dx — 


C3 7 a 
ja pis) — p°) dx? (20) 
zur Berechnung der unbekannten Spannungsfunktion. Die Differentialgleichung ist, 
abgesehen von der Storungsfunktion, mit der Differentialgleichung (11) fiir die Ver- 
schiebung W identisch. Im Sonderfall y = 0 der Flachen mit rechteckigen Grundrissen 
geht die Gl. (20) in die bekannte von A. Pucher aufgestellte Differentialgleichung iiber. 
Die technisch-physikalischen Koordinaten des Lingskrafttensors Lis) werden aus 


den kontravarianten Koordinaten L**’ durch Multiplikation mit |/a,,/a°® erhalten!: 


—— —— yl 
moh O11 [Sa | ue * 
a ae y A292 Fins M2 J “ en pla, | 


La2) = — F4, (21) 
Wi 


a= +o Fon + ce Via aE 


ae. | 


Mit der vollstandigen Losung der Differentialgleichung (20) und den Beziehungen 
zwischen den technischen Schnittkraften und der Spannungsfunktion (21) ist der 
Spannungszustand der Flache fiir eine beliebige Flichenbelastung bestimmt. 


Fir die praktische Anwendung interessiert vor allem die Eigengewichtsbelastung 
g (x', 2) und eine auf die Grundrifebene bezogene Nutzbelastung g (21, 2) in Richtung 
der Koordinate a. Die Belastungskomponenten *, /@) sind dann durch die 
Gleichungen 


B= g(x, @) Vac, p= q (21, 2%) 65, 
B= g(x, a) Vacs - p= (a, 2%) 5, 
po =g(at,a2)Va Ny, fo =q (a, a) N, 

gegeben. Die Stérungsfunktion der Differentialgleichung (20) sowie die Beziehungen (21) 


(22) 
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vereinfachen sich erheblich. Im Falle der Eigengewichtsbelastung g (21, a2) = 
= h (x, x?)-y bei veriinderlicher Wandstirke h (x1, x?) lauten die Gleichungen: 


fia P 222 fire F 12 =F foe Pia nT: Vag ee), ) 
La) = + 2 Fio0, 


Laz) Sik 


112» 


r M9 
La) = + |/ = F. 


ay 


Der Spannungszustand infolge einer auf die GrundriBebene bezogenen senkrechten 
Belastung ist durch 


fiuF ies — 2fireP ise thelr in = — qg (a1, x), 


* rae 
pas 11 
Lay = + // — F005 


Ags 
( 
La) = — Firs, 
Le = C2 FR 
ao ay 111 


gegeben. 


\. Differentialgleichungen fiir spezielle schiefe Flachen. 


Die schiefen Translationsflichen werden durch die Riickung einer Funktion f, (2) 
langs einer zweiten Funktion f, (a) erzeugt. Sie sind mit 


f (at, @?) = fy (at) + fe (a?) (25) 
verwindungsfrei. Die Differentialgleichung des Spannungszustandes folgt aus (20) 
fiir fi. = 0: 


appl! 
i ar C3 * * 
frist Pee + foros Pi = OA he fin \ (2p — 5 dx — 


2 
— fire (2-20 — p) da. (26) 


Die Differentialgleichung zur Berechnung der Verschiebungen wird zweckmafig 
aus (5) hergeleitet. Durch den Ansatz einer charakteristischen Funktion 


fs ee eee each a (27) 
V.=—Fi 
wird die Gl. (5,) identisch erfiillt. Das Einsetzen des Ansatzes (27) in die Gl. (5,) 
liefert die Differentialgleichung 
fis a att = fotos (diy ae \ distr dx?) ra dos fiia (28) 
zur Berechnung der charakteristischen Funktion F. 


Die allgemeinen schiefen Konoidschalen werden durch Rickung einer Geraden 
langs zweier Randfunktionen r (2) und s (a!) erzeugt. Aus der Gleichung fiir die 
Mittelflache 


f(a,a%) =("—s) +5 (29) 


folgt fj. = 0. Die Koordinaten des Liangskrafttensors berechnen sich aus den 
Gleichungen 
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1 
ina tre Shame | 
[p= ey er ' (30) 


aa, | 


: Vee re 
DL —— +- \ Fa ax? \| * po —p2 


wenn die Differentialgleichung 


1 
: eee Cos * 
fiuP ie 2h Fi = — qr P fas \e pe) — 


3 


i \ 
il 
Ar 


Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. Schiefe Konoidflache 
Schiefe Translationsflache. Schiefe Konoidflache. mit linearen Randfunktionen. 


erfillt ist®. Die Differentialgleichung zur Berechnung der Verschiebungen folgt mit 
V 210i, 08 (32) 
aus (53) zu 


fia Vie 4 2 fire Vin cr? fia (2 di» aid | dao}, 42?) a 2 fire di: (33) 


Der Spannungs- und Verschiebungszustand kann besonders leicht berechnet werden, 
wenn die Randfunktionen der schiefen Konoidflaiche Geraden 


f=“, sae (34) 


sind. Dann ist auch /,,, = 0. Die Schubkraft wird durch die Belastungskomponente 7) 
bestimmt: 


1 * 
De — el =) Neopia p®). (35,) 
Die Komponenten IM und L2 folgen durch Integration der Gl. (19,) und (19,): 


Z, 1 * 

% Cc. 

Ties \ faust ( Ps) 
N, 2 p+ alae 


/[2 


dx! + A, (2?), (35,) 
* ce . 
in \[y, 30-9 +(aNehg) | + 4a (380 


° D. Riidiger: Dehnungsspannungen und Verschiebungen der Konoidschalen. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 9, 37 (1955). 
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Die kovarianten Flachenkoordinaten des Verschiebungsvektors kénnen in diesem 
Falle explizit angegeben werden. Aus Gl. (4,) und (45) ergibt sich sofort 


y= \dy, dat, | 
Va= dy, da. f 


Ein weiterer Sonderfall der schiefen Konoidfliche 
ist die Zylinderfliche mit schiefem Grundri8. Fiir diese 
gilt die Gl. (29) mit r (at) = s (a1): 


(36) 


Pe, 2) =F (1. (37) 


Die Bogenkraft wird wegen f\,. = fis. = 0 durch die 
Belastungskomponente /@) bestimmt. — 


* 1 “e 
[i= — N, 7, P®- (38,) 


Schubkraft und Lingskraft berechnen sich durch Inte- 
gration der Gleichgewichtsbedingungen (19,) und (19,): Abb. 5. Schiefe Zylinderfliche. 


rr gl dap 
“Se ¢; * * (3) 
in = \ [yr bo— 8+ (Hogar) let +4 Go. (382) 
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p(3) , 
o ( N. fia ) dat a 4 = . Re sa (2). (S89) 


Die kovarianten Flachenkoordinaten des Verschiebungsvektors ergeben sich durch 
Integration der Gl. (4,) und (4,): 
Vi = ida daz, | 
Vy = 2\d,,da* —|da\d,,,da. | 


Die technischen Verschiebungen V() sind durch die Gl. (12) gegeben. 


(39) 


(Hingegangen am 15. Februar 1955.) 


Geometrische Grundlagen fiir das Frasen von Schraubnuten II.* 
Von W. Wunderlich, Wien. 
Mit 2 Textabbi!ldungen. 


Zusammenfassung. In Erginzung eines vorangegangenen I. Teiles* werden zeichnerische 
und rechnerische Verfahren zur Ermittlung der Form der von einem gegebenen Fraser erzeug- 
baren Schraubnuten entwickelt. Als Beispiele werden insbesondere Fraser mit geradem und 
kreisf6rmigem Profil betrachtet. 


Summary. This complement of a preceding Ist part concerns graphical and numerical 
methods to determine the form of helical grooves milled with a given cutter. As examples there 
are considered in particular cutters with straight and circular profile. 

Résumé. Ce complément d’une Iére partie précédente s’occupe de méthodes graphiques et 
numériques pour la détermination de la forme de rainures hélicoidales produites par une fraise 
donnée. Comme exemples sont considérées en particulier des fraises avec profile rectiligne et 
circulaire. 


Das fiir die Werkzeugtechnik wichtige Problem der Ermittlung von Fraserprofilen, 
welche zur Erzeugung einer Schraubnut von vorgeschriebener Form geeignet sind, 


* Osterr. Ingenieur-Arch. 6 (1952). 


274 W. Wunderlich: 


wurde in einem vorangegangenen I. Teil behandelt!. Der vorliegende II. Teil ist 
nun der umgekehrten Aufgabe gewidmet, nimlich der Ermittlung der Form jener 
Schraubnut, welche von einem vorgelegten Fraser bei bestimmter Anstellung erzeugt 
wird. Diese Aufgabe ist aktuell, wenn versucht wird, mit einem vorhandenen Fraser 
durch Verinderung der AnstellgréBen ein gewiinschtes Ziel zu erreichen, aber auch 
dann, wenn ein konstruiertes Fraserprofil durch ein leichter herstellbares ersetzt werden 
soll, insbesondere etwa durch ein aus Geraden oder Kreisbégen zusammengesetztes ; 
der Einflu8 einer solchen Naherung erfordert unbedingt eine kritische Priifung. 

Der genannten Aufgabe — die bisher anscheinend noch keine systematische 
Behandlung erfahren hat — liegt natiirlich dieselbe geometrische Situation 
zugrunde, die schon in ,,I“ gekennzeichnet wurde: Die die Nut reprasentierende 
Schraubflaiche ® und die von den Schneidkanten des rotierenden Frasers tiber- 
strichene Drehflache WY stehen in jedem Augenblick in Linienbertihrung. Die 
Beriihrungslinie q, als Eingriffslinie oder Charakteristik bezeichnet, kann als 
die Grenze der bis zu dem betrachteten Zeitpunkt erzeugten Nutenflache angesehen 
werden und spielt fiir alle einschlagigen Untersuchungen eine beherrschende Rolle’. 

Im vorliegenden Fall ist also die Drehfliche Y gegeben, waihrend von der Schraub- 
fliche ® nur die Achse a und die Ganghéhe H (oder die ,,reduzierte Ganghdhe* 
p — H/22) bekannt sind, und es liegt die Aufgabe vor, ® als Einhillende der 
Lagenfolge der verschraubten Drehfliche Y zu ermitteln. Fir die Durchfiihrung 
werden zunichst zwei zeichnerische Verfahren auseinandergesetzt, die htibsche 
Anwendungen darstellend-geometrischer Methoden sind. Es folgt dann eine 
rechnerische Behandlung, die abschlieBend durch die Beispiele von Frasern mit 
geradlinigem bzw. kreisformigem Profil (Y= Kegel bzw. Torus im allgemeinen) 
erlautert wird. 

I. Zeichnerische Verfahren. 


Fiir die darstellend-geometrische Behandlung wird dieselbe Aufstellung voraus- 
gesetzt wie in ,,I‘‘: Die Schraubachse a sei senkrecht zur GrundriBebene, die Friaser- 
achse b parallel zur AufriBebene. Die gegenseitige Lage der beiden Achsen mag durch 
ihren Normalabstand c und ihren Winkel y festgelegt werden. 


A. Kugelverfahren (Abb. 1). Man denke sich der gegebenen Friserdrehfliche Y 
langs ihrer Parallelkreise w die co! berithrenden Kugeln » angeschrieben. Die durch 
Verschraubung um a daraus hervorgehenden oo? Kugeln besitzen als Einhiillende 
die gesuchte Nutenflache ©. Fiir jede der Kugeln & gehért der Beriihrungspunkt Q 
mit ® (Hingriffspunkt!) einerseits dem Parallelkreis w, anderseits aber auch jenem 
GroBkreis v an, lings welchem 2 die bei der Verschraubung entstehende Schraub- 
rohrflache bertihrt. Da die Ebene von v mit der Bahnnormalebene » des Kugel- 
zentrums N zusammenfallt, so ergibt sich die folgende Vorschrift zur punktweisen 
Konstruktion der bendtigten Hingriffslinie g: Man schreibe der Drehfliche VY 
jeweils langs eines Parallelkreises uw die beritihrende Kugel an, suche fiir ihren Mittel- 
punkt N die Schraubtangente ¢ sowie die dazu normale Ebene » auf und schneide 
die letztere mit dem Kreis u, womit man zwei Eingriffspunkte Q erhilt. Diese Punkte 
(von denen praktisch meist nur einer in Betracht kommt) liegen auf der Schnitt- 
gerade s der Normalebene » mit der Parallelkreisebene o. 

Die konstruktive Durchfiihrung zeigt Abb. 1. Die Bahnnormalebene » | ¢ kann 
durch ihre beiden den Punkt N enthaltenden Hauptlinien h, und h, festgelegt 

* W. Wunderlich: Geometrische Grundlagen fiir das Friisen von Schraubnuten I. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 6, 315—326 (1952)..— Im folgenden kurz zitiert als ,,I“. 

» Sie ist, nebenbei bemerkt, fiir algebraische Flichen YW selbst algebraisch, da sie als die 


Ln * ¢ ‘10Q " .* . 
Grenzform der (algebraischen) Durchdringungskurve zusammenriickender Flachenlagen aufgefaBt 
werden kann. 
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werden : hy’ |. t (also = N’ a’) h,” | t” (also parallel zu einer festen Richtung), 
h,” und h,’ parallel zur RiBachse. Die Durchsto8punkte J und 2 von h, und h, mit 
der Parallelkreisebene o sind im Aufri8 unmittelbar ersichtlich, k6nnen von dort in 
den GrundrifS gelotet und anschlieSend in einen zu o parallelen Seitenrif iibertragen 


Jj 


Aurriis 


Serrenrile 


(eS j 


S 


Grunarle 


Abb. 1. Kugelverfahren. 


werden, wo die Parallelkreise von Y in wahrer Gestalt erscheinen. In diesem Ri® konnen 
dann die von der Spurgeraden s = » o = / 2 ausgeschnittenen Kingriffspunkte Q des 
Parallelkreises « markiert und hierauf in den Auf- und Grundri® zuriickgefiihrt werden. 

Unter Umstanden ist es niitzlich zu wissen, dai die verwendeten Bahnnormal- 
ebenen » einem Biischel mit leicht angebbarer Achse b* angehéren. Dies ist elementar 
aus der Tatsache zu folgern, dah irgend zwei Raumlagen X Y und X, Y, einer starren 
Strecke stets durch eine bloBe Drehung zusammenhiangen; die Drehachse ist im 
Schnitt der Symmetralebenen der beiden ,,Bahnsehnen“ X X, und Y Y, zu finden 
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und liegt naturgema8 auch in der Symmetralebene der Bahnsehne ZZ, jedes weiteren 
Punktes der Geraden g = X Y. LaBt man nun X, Y, gegen X Y riicken, so konvergiert 
die Drehachse gegen eine ,,Momentanachse“ g*, die als Schnitt der Bahnnormal- 
ebenen von X und Y bestimmt ist und auch die Bahnnormalebenen aller weiteren 
Punkte Z von g tragt®. — Fiir die bei der Momentanschraubung um a zur Fraserachse 6 
gehorige ,,reziproke Polare‘“‘ b* findet man so eine Gerade, die das Gemeinlot AB 
von a und b rechtwinklig schneidet und beziiglich a den Abstand c* = p- ctg y und 
den Winkel y* = arc tg (p/c) besitzt; ihre Konstruktion ist aus Abb. 1 ersichtlich. 
Die Abbildung zeigt ferner, wie man den DurchstoBpunkt 3 von b* mit der Parallel- 
kreisebene o zur Bestimmung der Spurlinie s heranziehen kann, wenn etwa der Hilfspunkt 
1 oder 2 ungiinstig liegt. Auch fiir auBerhalb der Zeichenfliche befindliche Punkte von 
b ist die Bahnnormalebene jetzt als Verbindungsebene mit b* unschwer festzulegen’. 

Durch die nunmehr bekannte Eingriffslinie ¢ ist die gesuchte Nutenflaiche ® voll- 
kommen bestimmt: Sie wird ja bei der Schraubung um a von q iiberstrichen. Ihre 
Form kann meist am besten im Querschnitt normal zur Schraubachse a beurteilt 
werden. Zur Konstruktion desselben hat man bloB die einzelnen Punkte @ von q 
in die gewahlte Querschnittsebene a (nach Q,) zu verschrauben. Der hierzu notwendige 
Schraubwinkel betrigt g = z/p, wenn z den Abstand zwischen Q und a bezeichnet. 
Die im Grundri8 zu vollziehende Drehung Q’ — Q,’ um den Winkel » wird zweckmaBig 
mittels eines durchsichtigen, mit der Zirkelspitze im Zentrum a’ angehefteten Paus- 
papiers ausgefiihrt, wobei man eine Marke im Zentralabstand p beniitzt, die einen 
Kreisbogen von der Lange z beschreibt (Abb. 1). Auch die Tangenten der Querschnitts- 
linie lassen sich dabei einfach hinzufiigen: Man nehme bei der Schraubung Q > Q) 
jeweils die Frasernormale n = QN mit; deren Endlage », deckt sich im GrundriB 
mit der Querschnittsnormale in Q,. 


B. Zylinderverfahren (Abb. 2). Ein anderes, gelegentlich von K. Vanek zur 
Behandlung einschlagiger Aufgaben praktisch eingesetztes Prinzip denkt sich die 
gesuchte Nutenflache ® aus jenen Schraublinien / aufgebaut, die die gegebene Friser- 
drehfliche WY berithren. Um dieselben konstruktiv zu erfassen, schneidet man WY 
mit den gegeniiber der Schraubung invarianten Drehzylindern J’ um die Achse a 
und verebnet jeden dieser Zylinder samt seiner Schnittkurve /’'Y% =k. Da bei der 
Verebnung die auf J” verlaufenden Schraublinien in eine Schar paralleler Geraden 
derselben Neigung itibergehen, so hat man die zu dieser Richtung parallelen 
Tangenten /” an die Verebnung k” von k zu legen; die Beriihrungspunkte Q° ergeben 
durch Zuriickfithrung die dem Zylinder J” angeh6renden Punkte Q der Eingriffslinie q. 

Jede Durchdringungskurve k = ’Y muf méglichst genau konstruiert werden. 
Je vier Kurvenpunkte P erhalt man im Schnitt der Parallelkreise w von Y mit dem 
Zylinder I’. Zweckmafig fiihrt man hierzu einen SchrigriB in Richtung a auf eine 
zu 6b normale Ebene o ein, da sich in diesem die projizierenden Zylinder I’ auf 
Ellipsen /* und die Parallelkreise u% in wahrer Gestalt abbilden, so daB die Bilder P* 
der Punkte P = I’w unmittelbar ersichtlich sind (Abb. 2). Nach erfolgter Zuriick- 
fiihrung in Auf- und Grundri8 kénnen die Kurvenpunkte dann auch in die Ver- 
ebnung tibertragen werden, die in gleicher Hohe mit dem Aufri8 angeordnet werden 


* In jedem Augenblick der Bewegung eines starren Raumsystems herrscht demnach zwischen 
den Systempunkten N und ihren Bahnnormalebenen » ein linearer Zusammenhang, denn 
variiert N langs einer Geraden g, so durchliuft » ein Biischel g*. Diese elementare Einfiihrung 
des die Raumkinematik beherrschenden ,,Mébiusschen Nullsystems N >» eréffnet einen 
bequemen Zugang zu einem etwas schwierigen Gebiet. Es ist unschwer zu zeigen, daB die Be- 
ziehung zwischen ,,reziproken Polaren‘‘ g und g* eine vertauschbare ist. 

* Die Eingriffslinie q mag nun auch einfach als Ort jener Punkte der Drehfliche W 
charakterisiert werden, deren Flichennormalen die Gerade 6* (neben 6) treffen. 
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mag. — Es empfiehlt sich, in den konstruierten Punkten P” von k° die Tangenten 
hinzuzufiigen, was so geschehen kann, da8 man die Frisernormale n = PN normal 
auf die zu P gehorige Tangentialebene des Zylinders projiziert; diese Projektion 
n = PN liefert, in die Verebnung iibertragen, die Normale von k”. 
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Abb. 2. Zylinderverfahren. 


y 


Ist r der Radius des Zylinders /’, dann haben dessen Schraublinien / die Neigung p/r, 
und dieser Neigung entsprechend sind in der Verebnung die Tangenten /’ an die 
Kurve k” zu legen. Die zugehérigen Beriihrungspunkte Q’ riihren von der Hingriffs- 
linie g her und erlauben daher deren punktweise Bestimmung. Gleichzeitig fiihren 
die in einer fest gewaihlten Hohe gelegenen Punkte @,” der Tangenten /” zu Punkten Q, 
des Nutenquerschnittes (Abb. 2). 


Bei kritischem Vergleich der beiden dargelegten Methoden wird man mit 
Recht einwenden diirfen, daB das Anlegen der Tangenten /’ an die Kurven k” beim 
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Zylinderverfahren keinen Konstruktionsschritt im klassischen Sinn darstellt und dab 
die Berithrungsstellen Q” manchmal mit einer betrachtlichen Unsicherheit behaftet 
sein werden — im Gegensatz zu dem diesbeziiglich vollkommen verlaBlichen Kugel- 
verfahren®. Dem kann aber entgegengehalten werden, daB sich die Unsicherheit 
von Q” nicht auf die Ermittlung der Querschnittspunkte Q, auswirkt, so da zwar 
nicht die Eingriffslinie, wohl aber die Nutenform mit befriedigender Genauigkeit 
erfaBt wird. Als Vorzug des Zylinderverfahrens kann jedoch seine Ubersichtlichkeit 
angefiihrt werden, die insbesondere allfallige ,, Unterschnitte“ beim Frasvorgang sofort 
erkennen lat: Dieselben treten zwangsliufig ein, wenn eine Tangente /” die Kurve k’ 
noch an einer anderen Stelle schneidet. Ein Nachteil des zweifellos genaueren Kugel- 
verfahrens liegt wiederum darin, daB es unter Umstianden Eingriffspunkte liefert, die 
bereits auBerhalb des Werkstiickschafts liegen, also kein direktes Interesse besitzen. 


II. Rechnerische Behandlung. 


Zur numerischen Behandlung des vorliegenden geometrischen Problems diene 
ein kartesisches Normalkoordinatensystem x, y,z, dessen z-Achse in die Schraub- 
achse a fallt, waihrend die «-Achse das gemeinsame Lot AB von a und 6 tragen soll 
(vgl. Abb. 1 und 2). Das Koordinatentripel eines Punktes wird gelegentlich zu einem 
Ortsvektor x (a, y,z) zusammengefaBt. — Uberdies wird ein zweites, dem Fraser 
angepaBtes Normalkoordinatensystem X, Y,Z eingefiihrt, dessen Z-Achse mit b 
identisch ist und dessen X-Achse ebenfalls das Gemeinlot A B tragt. Der Zusammen- 
hang zwischen den beiden Systemen wird geregelt durch 


e=X+c¢c, y=Yocosy—Zsiny,, 2=Ysiny +Z cosy. (1) 
Die gegebene Drehflache WY, der Form nach bestimmt durch die Abhingigkeit 
des Parallelkreishalbmessers R und der Parallelkreiskote Z von einem gemeinsamen 


Hilfsparameter 6, wird dann mit Beniitzung eines von der positiven X-Achse aus 
gezihlten ,,Langenwinkels‘ w beschrieben durch 


X=R(6)-cosy, Y=R(6)-siny, Z=Z(6). (2) 


Riicktransformation auf das erste Koordinatensystem vermége (1) fiihrt auf die 
folgende Parameterdarstellung des Ortsvektors eines Flichenpunktes Q: 


| Recosy +c, 
t=); Rsinycosy — Zsiny, (3) 
| FR sin yp sin y + Z cos y. 


Das Vektorprodukt der beiden partiellen Ableitungen (mit einem Punkt als Ableitungs- 


symbol fiir 6) 
( 


— Ksin y, Ros Y; 
ty = R cosy cos y, t, = Rsin y cos y — Zsiny, 
FR cos y sin y, Rsin ysiny + Z cos y, 
liefert die Flachennormale n = yy X xy mit den Komponenten 
& = RZ cos Y, 
n= R(Zsinycosy + Rsiny), (4) 


‘ 


C= R(Zsin ysin y — R cos y). 


® Wenn auch im Falle algebraischer Flichen WY die Hilfskurven k selbst algebraisch aus- 
fallen, so sind dies ihre Verebnungen k” nicht mehr. 
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Die Schraubtangente des Punktes Q (x, y, 2) — bei Verschraubung um a — 
ist parallel zum Vektor t (— y, x, p), wobei p — H/2a die reduzierte Ganghdhe be- 
deutet. Q ist nun Kingriffspunkt, wenn t und n einen rechten Winkel bilden, das 
heiBt, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet: 


trhE—yé+ant+pl =o. (5) 
Ausgefiihrt gemiB (3) und (4), ergibt sich damit die folgende Eingriffsbedingung: 
(RR +ZZ) cosy + R(c — pctg y) +Z (c ctgy + p)siny = 0. (6) 


Diese Bedingung stellt die ,,Schliisselgleichung“ des Nutenproblems dar. Sie 
kann unmittelbar als Gleichung der Eingriffslinie qg in den Flichenkoordinaten y, 0 
der Drehflache Y angesehen werden. Ihre Auflésung nach y bei angenommenem 6 
ist der analytische Ausdruck fiir den Konstruktionsvorgang beim Kugelverfahren 
(Abschnitt 1 A). In besonderen Fallen mag es jedoch giinstiger sein, y anzunehmen 
und die Gl. (6) nach 4 aufzuldsen (vgl. Abschnitt 3). 

Wird der mit solchen zusammengehérigen Wertepaaren y, 0 gemiB (3) berechnete 
Ortsvektor eines Eingriffspunktes mit r (x, y, 2) bezeichnet, so lautet die Darstellung 
der Nutenflache @ unter Verwendung eines Schraubwinkelparameters ¢: 


x—=xcosp—ysing, y=xsny+ycosy, z=2+ 9. (7) 
Der Querschnitt in der Ebene z = 0 etwa ergibt sich danach fiir ») = — z/p. 


III. Beispiele: Kegel- und Torusfraser. 


a) Kegelfraser. Fiir einen Friiser mit geradlinigem Meridianprofil hingt R 
linear von Z ab und Z kann die Rolle des Parameters 6 tibernehmen: 


R=oZ-+r. (8) 
Die Eingriffsbedingung (6) lautet jetzt, nach Z aufgeldst: 


Acosy+ Bsny+C 9) 
(1 + 9?) cos p ( 


| 
mit 
A=or, B=cegy+p, C=e(c—petgy). 
Die Eingriffslinie erweist sich als eine rationale Raumkurve 4. Ordnung, die in der 
Kegelspitze R = 0, Z = — r/o einen Doppelpunkt besitzt. 
Im Sonderfall 9 = 0 liegt ein Zylinderfraser vor; die von ihm erzeugte Schraub- 


flache ist eine Parallelflache im Abstand r zu der von der Fraserachse iiberstrichenen 
Regelschraubflache. 


b) Torusfraser. Fir einen Fraser mit kreisformigem Meridianprofil gilt, 
mit Beniitzung eines ,,Breitenwinkels“ 6, die Darstellung : 


R=e+mcos#, Z4=f+msin6; (10) 


hierbei ist e die Exzentrizitait und m der Halbmesser des Meridiankreises, wahrend / 
die Lage der Torusflache auf der Fraserachse festlegt®’. Die zugehdrige Kingriffs- 
bedingung lautet, nach 6 aufgeldst: 


feosy +hsiny 
MAES rE: (11) 
mit 

g=c—petgy, h=cctgy+p. 


6 Den pees Abbildungen liegen folgende numerische Werte zugrunde: ¢ = 3, y = 60°; 
p=2;e¢=15, f=—05,m=1. 
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Nihere Untersuchung zeigt, daf die Hingriffslinie im allgemeinen eine Raumkurve 
8. Ordnung ist. Die erzeugte Nutenfliche ist die Parallelfliche im Abstand m zu 
jener zyklischen Schraubflache, die vom Mittenkreis (R = e, Z =f) des Torus im 
Verlauf der Schraubung iiberstrichen wird. 

Im Sonderfall e = 0 reduziert sich der Torus auf eine Kugel und die Hingriffs- 
linie auf einen GroSkreis; die entstehende Nut wird zu einer Schraubrohrflache. 


(Eingegangen am 20. April 1955.) 


Die Summenverteilung verketteter Alternativen. 
Von W. Eberl, Wien. 


Zusammenfassung. Im folgenden wird mit kombinatorischen Mitteln eine Darstellung der 
Summenverteilung verketteter Alternativen gewonnen. Die nahe Verwandtschaft zur Binomial- 
verteilung gestattet einen sehr einfachen Ubergang zur asymptotischen Darstellung durch eine 
GauBverteilung fiir groBe n. Ein Beispiel zeigt, daB die Gau8sche Approximation bereits fur 
kleine sehr gut ist. 

Summary. In the following paper a representation of the sum distribution of chained 
alternatives is obtained by combinatorial methods. The close relation to the binomial distribution 
allows a very simple passing to the asymptotic representation by means of a Gaussian distribution 
for n large. An example shows that the Gaussian approximation is very good for little values 
of n already. 


Résumé. On arrive ci-dessous au moyen d’une méthode combinatoire a représenter la 
distribution des sommes d’alternatives enchainées. Sa parenté étroite avec la distribution binédme 
permet de passer trés facilement 4 une représentation asymptotique au moyen d’une distribution 
de GauB pour de grandes valeurs de n. Un exemple montre que l’approximation de Gau8 oat 
déja trés satisfaisante pour de petites valeurs de n. 


I. Einleitung. 


Die Summenverteilung einfach verketteter Alternativen wurde bereits im 
Jahre 1910 von A. Markoff! behandelt. Markoff war es vor allem um den Nachweis 
zu tun, daB diese Summenverteilung fiir groke n gegen eine GauBsche Verteilung 
konvergiert. Dazu zeigte er, da’ die Momente der Summenverteilung fiir groBe n 
in die Momente einer Gaufschen Verteilung tibergehen. Sein Ergebnis wurde in- 
zwischen von ihm selbst und von anderen wesentlich verallgemeinert (s. z. B. 2). 

Im folgenden wird nun auf ganz anderen und sehr elementaren Wegen eine 
explizite Darstellung fiir die Summenverteilung solcher Ketten gegeben. Die dabei 
zutage tretende enge Beziehung zur Binomialverteilung gestattet dann einen sehr 
einfachen Ubergang zur Grenzverteilung. Explizite Formeln, die fiir endliche Versuchs- 
zahlen genau gelten, haben vor allem in der Statistik bei der Gewinnung von Schatz- 
funktionen und Konfidenzintervallen Bedeutung. Die fiir groBe n aufgestellten Formeln 
gelten zwar nur angeniihert, sind dafiir aber sehr einfach. 


II. Kombinatorische Hilfsmittel. 


Zwei bekannte Satze der Kombinatorik seien der Bequemlichkeit des Lesers 
wegen angefiihrt und mit einfachen direkten Beweisen versehen. 


Satz 1: Jede nichtnegative, ganze Zahl wv lat sich auf i a Ss i) verschiedene Arten 
als Summe ernes geordneten r-T'upels ganzer, nichtnegativer Zahlen darstellen. 


1 A. Markoff: Recherches sur un cas remanquebly d’épreuves dépendantes. Acta Mathe- 
matica 30 (1910). 

2 G. Schulz: Grenzwertsitze fiir die Wahrscheinlichkeiten verketteter Ereignisse. Deutsche 
Mathematik, 1. Jg. (1936). 
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Bew.: Sowohl fiir n = 1 und beliebige r als auch fir r = 1 und beliebige n ist der 
Satz trivial. Angenommen, der Satz sei richtig sowohl fiir x — 1 und r als auch fir 
r—l und n. Wir zeigen seine Richtigkeit fiir n und »¢. 

Kine beliebige Darstellung von n als Summe von r geordneten, nichtnegativen 
Summanden beginnt entweder mit 0 oder mit einem Summanden > 0. Im ersten Fall 
streichen wir diese 0, im zweiten verringern wir den ersten Summanden um 1. Auf dem 
ersten Weg erhalten wir alle Darstellungen von n als Summe von r — 1 Summanden, 
auf dem zweiten alle Darstellungen von x — 1 als Summe von r Summanden. Die ent- 


sprechenden Anzahlen sind auf Grund unserer Induktionsvoraussetzung bestimmbar 
und liefern als Summe 


fatal Sach Scape 77 Achat eran (PT Tr, 


Satz 2: Sind m, n, r, s irgendwelche nichtnegative ganze Zahlen, so gilt 
pig ES (2) 
£ 


Die Summe ist iiber alle x zu erstrecken, fiir die beide Faktoren ungleich 0 sind. | 4 =er0) 
wenn entweder k >/ oder k < 0 ist. 

Die Richtigkeit von Satz 2 folgt einfach daraus, da man jede Kombination von 
n Elementen zur m-ten Klasse durch Zusammensetzen einer Kombination von n — s 
dieser Elemente zur (m — r)-ten Klasse mit einer Kombination der restlichen s Elemente 
zur r-ten Klasse erhalten kann. Satz 2 bildet die Grundlage der hypergeometrischen 
Verteilung. 


II. Die Summenverteilung. 


Wir betrachten eine Reihe von n Alternativversuchen mit den modglichen Ergeb- 


nissen 1 und 0. Die Wahrscheinlichkeiten der » Versuchsergebnisse x,,..., 2, seien 
Peommumt, darch: P(t; = y= p,;' P(e, = 0) = ¢q)= 1 — 9." P(e 3 =1)= 
wow er (ge = Oy S arp fir VS 1 eS. ny ae SB eB = I, 


0<a« <1,0 <£ <1. Es handelt sich also um eine Markoffsche Kette von Alter- 


nativen mit der Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ( B 3): Wir wollen die 


Verteilung P,¢,(u) von u= >) x; ermitteln?. 
i=1 

Deuten wir unsere Aufgabe an einem Urnenmodell, so haben wir 2 Urnen 
U, und U, anzunehmen, in denen sich die Nummern | und 0 im Mischungsverhaltnis 
x:x baw. B:B befinden. Die 1. Ziehung erfolge mit einer solchen Wahrscheinlich- 
keit «* aus U, und daher mit der Wahrscheinlichkeit 6* = 1—«* aus Uy, dab 
Po = «&* & + B*B und gq = a* a + B* B die Wahrscheinlichkeiten einer 1 bzw. einer 0 
bei der 1. Ziehung sind. Die Nummern werden nach der 1. und ebenso nach allen folgenden 
Ziehungen wieder zuriickgelegt. Von der 2. Ziehung an wird aus der Urne U;, gezogen, 
wenn k das Ergebnis der unmittelbar vorhergehenden Ziehung war (k = 0, 1). Wir werden 
die Wahrscheinlichkeit dafiir ermitteln, daB im Verlauf von n Ziehungen genau u-mal 
die Nummer | erscheint. Es wird sich daher eine Verallgemeinerung der Newtonschen 


Formel P,, (wu) = (*) p* ¢—" ergeben, die fir p,) = « =~ = p und q = a = B a!) 
in die Newtonsche Formel tibergeht. 


Fiir die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ausganges (2,,..., v,) unserer 
Versuchsreihe sind die Anzahlen der Ubergiange (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0), die wir der 


3 Die Parameter «x, f bleiben waihrend der folgenden Betrachtungen fest, werden daher nicht 
eigens angefiihrt. Wir schreiben also fortan nur P,, (u) an Stelle von Px, ga (u). 


Ingenieur-Archiv IX, 4. a 
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Reihe nach mit 7,,, %10, %o1» %oo bezeichnen, entscheidend. Die Wabrscheinlichkeiten 
der ,,Folgen“ (1, 1) und (0, 0) sind dabei durch « und 8, die der ,,Wechsel* (1; 0) und 
(0, 1) durch « und f gegeben. Wir beziehen in unsere Betrachtung auch den Ubergang 
vom letzten Versuchsergebnis, x,, zum ersten, z,, ein und kénnen fiir unsere An- 
zahlen n;; die folgenden Gleichungen aufstellen: 


Nyy + Myo + Mor + M0 =, 
2 41 + M49 + M1 ey ae 
N10 — No1 = 0. 


u kann alle Werte von 0 bis n annehmen. Wir erhalten als Losung dieses Gleichungs- 
systems die 2-parametrige Schar: 1, =U — 2, Nyy = N%1 = %, NM =N-—U—?Y. 
Die beiden Parameter uw und v sind der Einschrankung 1 < v S min (u, n — u) fir 
0 <u <n oder v=0 fir w=0 oder n zu unterwerfen. 


Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Serie von n Versuchsausgaingen hangt 
auBer von wu und v auch noch von den Ausgingen des 1. und des n-ten Versuches ab, 
was in den ersten drei Spalten der Tabelle 1 zum Ausdruck kommt. Dort ist 
R= w& «x? B” pr—u—e, 


Die Wahrscheinlichkeiten in der 3. Spalte ergeben sich durch Beriicksichtigung 
der Wahrscheinlichkeiten p, und q, fiir den 1. Versuch und durch Ausschaltung des 
Uberganges (a, #,), dem ja keine Ubergangswahrscheinlichkeit entspricht. 

Die Wahrscheinlichkeit des Merk- 


Tatclle 1. malpaares (u,v) erhalt man im Falle 
tpi pinenteenieriinieet ot ais 5) FO se ae wee ay ee Oh: eee Sa TOeee eee 
ay | tn | P (21, +++) Un) | Anzahl Wahrscheinlichkeiten in der 3. Spalte 
A Rowe Me mit der Haufigkeit ihres Auftretens 

1 1 Bat) ( Eeoy ( fe (4. Spalte) multipliziert und dann tiber 
7 enh; sadly Hay ee alle 4 Produkte summiert. Die beziig- 

1 0 me ( ela ( a 4 lichen Haufigkeiten in Spalte 4 be- 
- mages sae, Len the kommt man durch Zuhilfenahme von 

0 1 arm | Sey | bees Satz 1, was am Beispiel z, = 2, = 1 
en 2: sede vorgefiihrt werde: Wir denken uns von 

0 0 FR (” is ") ey) den n—1 Ubergingen (a, 2),..., 


(%,-1, %,) nur’ die’ Wechsel ~ (1, 0) 
und (0,1), im ganzen je v auf 
geschrieben: (1,0), (0,1), (1, 0),..., (0,1). Man sieht, da es v Stellen gibt, 
an denen wir die insgesamt n — wu —v 0-Folgen und v + 1 Plitze, an denen wir 


die u--v—1 1-Folgen einschieben kénnen. Nun lat sich »—u—v auf 
ie ee 5. nee * = (A ea ") Arten als geordnete Summe von uw — v Summan- 
den darstellen, waihrend iat ? Giada es g — it oA a die Anzahl der geord- 
neten Coceennee von wv — v — Lin v + 1 Summanden ist. Daher gibt es im ganzen 
(” Fite me a Versuchsreihen, fiir die x, = 2, = 1 und deren Wahrscheinlich- 


keit durch 2 R gegeben ist. Analog bekommt man die anderen Ausdriicke der 


4. Spalte, so da die Wahrscheinlichkeit des Merkmalpaares (u,v), wenn wir 
n—uU =u setzen, durch 


P, (u,v; P0)=(9 —3)() — )( Po. 3 ji M0 Mee’ Le) oe Gu» Bo BH? (3) 


od (04 Vv B 
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gegeben ist. Die gesuchte Summenverteilung unserer Kette von Alternativen ist die 
Randverteilung fiir w: 


Prt Be) =D. Pa Wi, vb 08), (4) 


wobei die Summe iiber alle v-Werte zu erstrecken ist, fiir die die beiden Binomial- 
ausdriicke nicht 0 sind. 

Wenn u = 0, v= 0 oder wu =n, v = 0, treten keine Wechsel auf, und man hat 
dha (0, 0; Po) mas Jo Sao baw. I ss (n, 0; Po) BA Po {aaa 


Setzt man p) = « = 6 = p und q = « = 6 =4q, 8o erhalt man aus (4) mit Hilfe 
von (2) die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung P,, (w) = (") DT Sat. 
1V. Ableitung einer Summentormel. 

Wir berechnen den Ausdruck 


2% Hn 
1 x 


Qn | > er + x)” (B.e-*? + B)"—"“d@ 


~ 0u=0 


aut zwei verschiedene Arten. Einesteils sind die einzigen Summanden des Integranden 


A = 


n 124 u . a _— 
L7 | U MaRS oy U Fe 
3 SYS () at ae—reter() pe pt—* aim, 
u=0 v=0 w=0 
die durch die Integration nicht verschwinden, die, bei denen im Exponenten von ¢ 
der Wert 0 steht, fiir die also w= v ist. Wir erhalten somit 


n u* 


A=) 3 (%)(%) a ot? pf BY”, w* = min (u, 4). 


u=0 v=0 


Andernteils lat sich der Integrand auffassen als Koeffizient von x” im Produkt der 
beiden Reihen 


Y» [(x e'? + x) a]* und = [(Be—*? + B) alts 


Wir kénnen also auch zu A gelangen, indem wir zuerst die beiden Reihen multiplizieren, 
dann nach @ integrieren und den Koeffizienten von x” ausrechnen. 


2 


L ae dy | he 38 = 

2m 3 [1 —(a0'? + &) a][1— (Be ** + 8) 2] 
gone e!? dp z 
— 27 | (1— a@ x — we’? x) [((1— B x) e'? — B a] 


Setzen wir e’? = z, so bekommen wir das lings des Einheitskreises H erstreckte Integral 


1 - " es dz Pea 
2nt J (1—aea—asxz)[(l—fa)z—f a] 


1— «a $ = 

oe und z, = a Te Fiir geniigend 
kleine 2 wird daher z, auBerhalb und z, innerhalb von £ liegen. Die Cauchysche 
Integralformel liefert als Wert des Integrals 1/[(a~ — f) a°— (« + B)« r 1]. Die 
0-Stellen des Nenners sind x, = 1/(« — f) und x, = 1. Auf dem Weg iiber die Partial- 


19* 


Die Nullstellen des Nenners sind z, = 
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bruchzerlegung bekommt man daher A = [1 — (« — f)”**]/[1 — (« — B)]. Damit 
haben wir die fiir das Folgende wichtige Beziehung 


DS (4) cc wep pt = et 


pe 
u=0 v=0 


n+i1 


(5) 
abgeleitet, wenn wir « — 6 = 1— («a + B) = y setzen. 


V. Die verallgemeinerten Ubergangswahrscheinlichkeiten. 


Mit p wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daB der (r + n)-te Versuch 
das Ergebnis 7 hat, wenn der r-te Versuch 7 zeitigte. 7 und 7 sind dabei entweder 1 
oder 0. Mit Hilfe unserer Summenformel kénnen wir leicht die vier p’ unserer 
Alternativkette angeben. Wir schalten zu diesem Zweck einen 0-ten Alternativversuch 
mit beliebigen Wahrscheinlichkeiten p und g = 1— p vor. Ist 2 — 1, so wahlen 
Wik py) ='« und’ q,= «, ist aber v= 0, 80 sei 7, =P Uundy; = fa pyar ee 
dann die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ausginge, bei denen der n-te Versuch 
das Ergebnis 1 hat unter der Voraussetzung, daB x) gleich 1 ist. Wir bekommen daher 


opiate caieall os a ee 
=D AT R= L2G Ve 


aCe yo deere 


In analoger Weise errechnet man die anderen drei Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Es ist also 


B+y"« pale 1," a+ yy" B 
PY? = atp”? DYD = & ao + B? Py = B a+ Bp? Pio. = aE 


I 


in Ubereinstimmung mit 4, S. 351. 


VI. Berechnung der Momente. 
Die Gestalt von (3) und die Summenformel (5) legen es nahe, die Randvertei- 


lung Q, (wv) der 2-dimensionalen Verteilung Q,, (u,v) = 7, fe (*)] ag ng 8 ne 
0Susn, OSv Smin (u,v) = u*, a=n—4, T, = 1/8, = (1 — yf — y* FY, 
y =1—(«+ 8), einzufihren: 
u* 
Q, (uw) = Tiods (°) a? ae? (“) B Riz v (6) 
v=0 
hangt nicht mehr von den nebensichlichen Anfangswahrscheinlichkeiten po, q) ab 
und kann als ein ,,inneres Produkt‘! der beiden Binomialverteilungen mit den Para- 
metern uw, « und uw, B bezeichnet werden. Die Summenverteilung (4) baut sich, wie 
man leicht nachrechnet, linear aus solchen Q-Verteilungen auf: 


Lon (3 Po) - Sn —1[PoQn-1 (u ar 1) + Go Qn -1 (u)] We VSenaUncs (w 4° 1). 


Die Verteilung Q,, (u) geht fiir « = 6 = p, x = B = q in die Binomialverteilung iiber 
und kann daher als eine eindimensionale Verallgemeinerung der Binomialverteilung 
angesehen werden. 


* W. Feller: Probability Theory and its Applications I. Wiley, New York, 1950. 
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Kine Rekursionsformel fiir die Momente dieser Verteilung finden wir so: Sei 
Mien Sie (‘\) (“) Ue OPK? ors Be aT ie 


Multiplikation beider Seiten mit « a oder 6B und partielle Differentiation im einen 
Fall nach «, im anderen nach £ gibt die beiden Gleichungen: 


fa] — 
Mt a8 


Oe Mt, Se, oar = X04 Oa 


— — — ra) — — 
BM a 43.0 + Mavi1= BB Ze Mar +nB Mey: 


——e ion fa) a os ra] — sy 
(x + B) Ma s1.0= BB Ge Mar — a Oe M,,+nB M,,». 


Daher ist 


M,=T,, M,,, sind dann die Momente der Verteilung Q,, (wu). M,.o = S, auf Grund 
von (5). 


Als Beispiel berechnen wir den Mittelwert M, unserer Verteilung. Wegen 


5 C4] o 
y=1l1—a«— 8B ist a oR By 


Myo = {(« — B)y +B (a + B) —[(~ — B) + a(x +8)] y™* }/(% +B)? 


und man findet nach kurzer Rechnung 


und 
M,=T,M,.,.= 
= {(« — B)y +B (x + 8) — [(~ — B) +0 (a + B)]y** TV [(a + BR (L — y**})]- 


Fir groBe n niahert sich M, asymptotisch wAiee und dieser Ausdruck stellt genau 
den Wert dar, den wir auf Grund der verallgemeinerten Ubergangswahrscheinlichkeiten 


von Abschn. 5 erwarten miissen, denn es ist lim p®™ = ue et . ft, 3 und 
n B n—->Cco 
(mn) (2) — 
ae \ Pro See: n Poo or “5 8 und Se aes sind dann qiee Mittelwerte fur die 


Rena tht aaa Mateaner ss 1 bzw. 0 in » Versuchen. 


VII. Vereinfachung fiir groBe n. 


Ersetzen wir in (6) die binomischen Ausdriicke durch die entsprechenden GauBb- 


schen, so erhalten wir 
(v—u oP (w—usy 


eas 3 bgp , 2u BB al 1 eS 
j=7,) gee, 
we ef ae VonEee v 2nVD 


Dabei ist A=uxx +uBpP, B= utafB (a +B), C=uunp(uxp +uxB), 
D=uuxxff. Eine naheliegende Umformung gibt 


(eaer ea) 

A4C—B B VAD ee 

Qn (u) eae gh = FTE era a hes 
* V2nA = oe D 


u* 


Der letzte Faktor ist eine Riemannsche Summe >’ f (&,) 4x, mit 
v=0° 


ie B (2 PAS Pipeline ate 
& = io aD. Ax, = |/ 15) ane {[(a)= sq 
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AD b 
also der normierten GauBschen Wahrscheinlichkeitsdichte. §,+« = /4 u* — yap 


geht mit unbegrenzt wdachsendem n jedenfalls dann gegen oo, wenn sowohl &,, 
als auch &— co. Nun ist 


ni u 

ee ny a IB Ny et aawr+ apyuu ae Ser we ~ Vani 
é,, u — = = Pe ee oer gy Vee ee 
ie VAD /(aau+Ppuanppuu («2+ 684) anes 


und in analoger Weise 


Ey = 


BB+ oBy— Ba 
(«a4 +08)a ape 
Macht man nun die auf Grund der Tschebyscheffschen Ungleichung sehr plausible 


. ° U . Z +e 
Annahme, da von einem gewissen n ab ~- zwischen festen positiven Schranken 


bleibt, so hingt offenbar alles davon ab, daB die Zihler der beiden letzten Briiche 
von einem gewissen 7 an eine positive untere Schranke besitzen. Das ist zum Beispiel 
der Fall, wenn y = 0 ist. Wenn aber y <0 ist und von einem gewissen n an beide 
Zahler mindestens gleich den positiven GréBen a ¢ bzw. f « bleiben, so geht &,. eben- 
falls gegen oo. Dann ist 


« =Blyl—+e und BZ a«lylo+e oder pul <2 <4 oder 


€ 


n 


n 
(SBP +t =” = (kbs +1 


Diese Bedingung ist jedenfalls fiir kleines |y| erfiillt. Fiir andere Werte von |y| gibt 
wieder die Tschebyscheffsche Ungleichung AufschluB iiber das AusmaB, in dem wir 
B 


— VAD 


mit der Erfiillung unserer Bedingung rechnen kénnen. DaB & = —> = 65 


ae 
A 2 ; 

und Vos — 0, wenn ” -> oo, sieht man durch Einsetzen der Bedeutungen von 4A, 

B und D ein. Unsere Riemannsche Summe strebt also fiir n — co gegen 


OS 
jan \e 2 dz= 

MA 

— co 


Wegen 7’, >1—y =o +8 haben wir daher folgende asymptotische Darstellung 
fiir Q, (wu) gefunden: 

AO—B? 
oh 


Die rechte Seite ist auch eine asymptotische Darstellung von Q,, (uw) selbst, da 


der Fehler, den wir beim Ersetzen von Q,, (w) durch Q,, (w) begehen, mit wachsendem n 
gegen 0 geht. Der Nachweis erfolgt so: 


n 
Ersetzt man in dem inneren Produkt »’a; b; zweier reeller x-Tupel jedes a; durch 
aed ler os 
ein a, und jedes b; durch ein b,, und ist 6,, = max (ja; — a,|, |b; — bj]; 7,7 = 1, 2,..., n) 
so ist 


2 


n n 
= ( > |a;| + 3.) by 1 7t.0),, 
i=1 Gal 
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Die a; und 6; sind in unserem Fall die binomischen, die a, und b; die entsprechenden 
Gaufschen Wahrscheinlichkeiten. Der Ausdruck in der runden Klammer hat daher 
fiir alle x die obere Schranke 2, und wir haben nur zu zeigen, daB 6,2 fiir n — co von 
héherer als 1. Ordnung gegen 0 geht. 

Das geht aber aus einer Abschatzung aus 5, §. 106, hervor: Es ist 


% oe G@rsn2)3 
faa peg'"*=(2npq) 2e wpa + R,/n, 


wo #, numerisch kleiner als eine von n unabhiingige Konstante ist. 


Damit ist der Nachweis der asymptotischen Gleichheit von Q,, (wu) und Q, (uw) 
erbracht. 

Beriicksichtigen wir jetzt noch die Bedeutung von A, B, O, D, so gelangen wir zu 
der folgenden einfachen asymptotischen Darstellung von Q,, (u): 


_ oun pis : 
ie oa a =< ; A=uxn+uBB. (7) 


V2zA 


VIII. Asymptotische Darstellung von Q,, (vw) durch eine Normalverteilung. 


Wir entwickeln sowohl den Koeffizienten als auch den Exponenten von (7) nach 
Potenzen von d = u — Bnj/(x + 8). Setzen wir genau wie beim Ubergang von der 
binomischen zur GauBschen Verteilung (s. z. B.4, 8. 135) voraus, daB d?/n? — 0, 
wenn ” -—> co, so erhalten wir sofort die gewiinschte Darstellung von Q,, (u). 

Ks ist 

1 5 1 


: = : = AE n B i n BB t= 
(x +B) (207A) * = (a + f)/2a(wa—PA)(d+— ye 4 ees sd 


wenn wir f/(« + 8) + 6 B/(x« « — Bf) = setzen. Man darf dabei aa —fB +0 
voraussetzen, da (7) anderenfalls bereits eine GauSverteilung ist. Mit a —0 
geht auch d/n —> 0, so daB wir von der Binomialreihe nur die Konstante 1 beibehalten. 
Analog erhilt man im Exponenten 
PR rok) cle ( EEE Os ) hy oe Ns 
2(«a—B fp) En \ En 2(«a—BB)En 


E + 0, da sonst « +f =0 sein miifte. (xa — BB) B= «B(x +8)/(« +8). 


Es gilt daher die folgende asymptotische Darstellung von Q,, (wu) durch eine Normal- 
verteilung : 


Qn ( We eee -@ See 
ane ee 
B B(% + B) 
ee ee i ial a aa 
ee ae undo (a+ pp 


Bei der Ableitung dieses Ergebnisses wurden zwei Voraussetzungen gemacht: 


a) Von einem gewissen n an und fiir ein gewisses ¢ > 0 ist 


n n 
(eB) +t =" = PB) +1 
b) Setzt man d =u — Bn|(a + B), so gilt fiir n — co auch d’/n? > 0. 


5 N. Arley-K. Rander Buch: Introduction to the Theory of Probability and Statistics. 
Wiley, New York, 1950. 
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Tabelle 2. ) IX. Beispiel. 
Exakter |Anniherung| ADndherung mit (8) _ Tab. 2 Ra ol a ee Fall yey, 10, 
“ |wert mit (6)} mit (7) a ck a= aay, P=z B=RVHF die 
09-0145 | 00183 | 00201 | 0,0211 mit Hilfe von (6), (7) und (8) berechne- 


d (8) 
0°0596 | 0°0553 | 0°0570 | 0°0582 ten Wahrscheinlichkeiten Q (w). 
0°1301 | 01197 | 0°1200 | 0°1203 Ist z,—(u—p)/o, so sind die 


Seca te ay ee pass Wahrscheinlichkeiten der 4. Spalte 

Ne Sy see 01875 | 01859 @ (2u)/o und die der letzten Spalte 
1 1 

071194 | 0°1203 | 0°1200 | 01208 (z aes (2 Es i wenn 9 (2 

0°0610 | 0°0587 | 0°0570 | 0°0582 oT 20, © oF ae biases ) 

0°0231 | 0°0219 | 0°0201 | 0°0211 und ®(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte 

0°0060 | 0°0063 | 0°0053 | 0°0057 und die Verteilungsfunktion der normier- 


0°0008 | 0°0014 | 0°0010 | 0°0012 — ten GauBverteilung sind. 


SCOMNARMPRWHHO 
o 
oe) 
So 
rs 


— 


(Eingegangen am 18. Mai 1955.) 


Knickung verwundener Stabe unter Druck. 
Von E. Hui, Eschenz (Schweiz). 
Mit 15 Textabbildungen. 
I. Einleitung. 
1. Problemstellung. 


Ein gerader elastischer Stab habe fiir einen Querschnitt im allgemeinen zwei 
verschiedene Haupttrigheitsmomente, welche beide aber fiir alle Querschnitte gleich 


a axe aXe 


1 2 3 4 
Abb. 1. Die fiinf Knickfalle. 


or 


sind. Die Hauptachsen des Querschnittes seien im spannungslosen Zustand um einen 
festen Winkel je Lingeneinheit des Stabes gegeneinander verdreht. Der Stab wird 
an beiden Enden durch eine in der Langsrichtung wirkende Kraft konstanten Betrages 
und konstanter Richtung auf Druck beansprucht. 

Bei den fiinf verschiedenen Arten der Lagerung des Stabes an den beiden Enden 
(Abb. 1) werden die Knicklasten berechnet und mit denen des unverwundenen Stabes 
verglichen. Ferner wird die elastische Linie beim Beginn der Knickung bestimmt. 


2. Bemerkungen zum Problem. 


Die Reaktionskrafte leisten in keinem der fiinf Fille Arbeit, falls die Lager als 
starr und reibungsfrei angesehen werden. Die inneren Krifte sind konservativ, wenn 
von Dampfungserscheinungen abgesehen wird. Da die Drucklast konstante Richtung 
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hat, ist das Problem rein nichtgyroskopisch — s. 1, Seite 8 bis 10. Fiir die Bestimmung 
der kritischen Lasten, unter welchen der Stab ausknickt, kann dann die Gleichgewichts- 
methode verwendet werden, wie es schon Euler in seiner grundlegenden Arbeit 
getan hat?. 

Im Falle des beidseitig gelenkig gelagerten Stabes (Fall 5) liegt die Losung von 
H. Ziegler vor®. Im Abschnitt Ill, 4 wird die Abbildung teilweise von dort iiber- 
nommen und mit den anderen Fallen diskutiert. Fiir den Fall des einseitig einge- 
spannten Stabes (Fall 3) hat E. Liischer eine Lisung veréffentlicht*, die jedoch 
nicht richtig ist. 

Ein ahnliches Problem ist das der Bestimmung der Eigenschwingungen einer 
verwundenen Welle. Hiner Kigenfrequenz entspricht in unserem Problem eine kritische 
Last. Wahrend bei den kritischen Lasten nur die kleinste, die Knicklast, eine praktische 
Bedeutung hat, sind alle Kigenfrequenzen wichtig. In® ist dieses Problem fiir den 
einseitig eingespannten Stab gelést. Die Rechnung ist wesentlich verwickelter als in 
unserem Problem, die Resultate der beiden Probleme weisen Ahnlichkeiten auf. 
M. Anliker hat die Eigenfrequenzen fiir den Fall 4° bestimmt. 

Fiir die theoretischen Grundlagen wird neben dem Lehrbuch fiir Mechanik von 
KE. MeiBner-H. Ziegler’ vor allem auf zwei Arbeiten von H. Ziegler verwiesen® °. 

Kompliziertere Zwischenrechnungen in dieser Arbeit werden in einem Anhang 
zusammengefaBt. Im Text ist durch (A. 1) usw. darauf verwiesen. 


Ii. Aufstellung und Lésung des Eigenwertproblems. 


1. Koordinatensysteme. 


Das vorliegende Problem kann in verschiedenen Koordinatensystemen behandelt 
werden, wovon vor allem die folgenden drei giinstig sind (Abb. 2 bis 4): 


"Ing 


| 


ae 
~ aa 
Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. Abb. 5. 


1H. Ziegler: Linear elastic stability. ZAMP Vol. 4. Basel: Birkhauser. 1953. 

27. Euler: Histoire de lAcadémie, Vol. 13. Berlin. 1757. 

3 H. Ziegler: Schweiz. Bau-Ztg. 66, 483 (1948). 

4B. Liischer: Schweiz. Bau-Ztg. 71, 172 (1953). 

5 A. Troesch, M. Anliker und H. Ziegler: Lateral vibrations of twisted rods. Quaterly 
of Applied mathematics, Vol. 12/2, July 1954. guigeh 

6 M. Anliker: Biegeschwingungen verwundener, einseitig eingespannter und am anderen 
Ende gelenkig gelagerter Stibe. Diss. ETH. (Zurich: Leemann. 1955). alas 

7 BE. MeiBner-H. Ziegler: Lehrbuch der Mechanik, Bd. I, IT, III. Basel: Birkhauser. 1945, 
1947, 1950. coe 
8 H. Ziegler: Knickung gerader Stabe unter Torsion. ZAMP Vol. 3. Basel: Birkhauser. 1952. 

9 H. Ziegler: Stabilitatsprobleme bei geraden Stiaben und Wellen. ZAMP Vol. 2. Basel: 
Birkhauser. 1951. 
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Das erste ist ein raumfestes Koordinatensystem. Die z-Achse fallt mit der 
Achse des unbelasteten Stabes zusammen, an einem Ende der Stabachse ist der 
Ursprung. Hier sind die Hauptrichtungen des Querschnittes die Richtungen der 
x- und y-Achse. 

Das zweite ist das Hauptachsensystem. &- und 7-Achse sind die Hauptachsen 
des Querschnittes, die ¢-Achse fallt mit der Tangente an die elastische Linie des Stabes 
im betreffenden Punkt zusammen. 

Das dritte ist ein aufgerichtetes Hauptachsensystem. Im spannungslosen 
Zustand stimmt es mit dem Hauptachsensystem iiberein: (&, 7, Co) = (Uo, Yo; Mo)- 
Wird der Stab belastet, so verschiebt sich der Punkt P, nach P, dem Ursprung des 
aufgerichteten Hauptachsensystems. Seine Achsen wu, v, w bleiben parallel zu vo, Vo, Wo 
(Abb. 4). 

2. Differentialgleichungen. 


Als unabhangige Variable wird s, die vom unteren Ende des Stabes aus gemessene 
Bogenlange der elastischen Linie, eingefiihrt. Die Dyname (f, Jt) stellt die Beanspru- 
chung eines Querschnittes dar, bezogen auf den unteren Rand (Abb. 5). Wird eine 
kontinuierliche Belastung des Stabes (z. B. das eigene Gewicht) auBer Betracht ge- 
lassen, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Stabelement ds 


AM 
4, = 0, = - +e KT=0, (1) 


wobei v der Tangentialeinheitsvektor ist. 

Die elastische Deformation wird dargestellt durch den Vektor u. Die Komponenten 
von u im Hauptachsensystem sind :, x,,%:, welche GroBen der Reihe nach die 
Kriimmungen der elastischen Linie in den Ebenen (7, £) und (&, €) und der spezifische 
Torsionswinkel sind. Werden mit « und f die Biegesteifigkeiten fiir die Hauptachsen 
des Querschnittes — es sei immer « < / — und mit y die Torsionssteifigkeit bezeichnet, 
so bestehen bei kleinen Deformationen die Beziehungen 


ATs = 06s, MM, = Bt, M, = y: x. (2) 


Die Gl. (1) und (2) stellen ein System von neun skalaren Gleichungen dar, welche 
mit den Randbedingungen zusammen im Hauptachsensystem (v konstant) die 
Komponenten von f, Jt und u bestimmen. ; 

Bei unserem Problem greift kein iuBeres Torsionsmoment an. Ks ist also 

M, = 9 
und damit in erster Naiherung auch 
Me= 0, 


Nach der dritten Gleichung von (2) verschwindet auch x;. Beruft man sich jetzt darauf, 
da8 der auf Druck beanspruchte Stab urspriinglich gerade ist, und daB die Unter- 
suchung auf beliebig benachbarte Lagen beschrinkt werden darf, so kann man Kz, 
K,, Mz, M, und nach (2) auch x: und x, als von erster Ordnung kleine Gré8en an- 
sehen. 

Die letzte der sechs Komponentengleichungen von (1) ergibt in allen drei in II, 1 
erwihnten Koordinatensystemen eine Gleichung zwischen GréBen, die von zweiter 
Ordnung klein sind [s. z. B. (4)]. Sie kann also fiir unser Problem als Identitit weg- 
gelassen werden. Es bleiben also sieben Gleichungen, nimlich die ersten fiinf von (1) 
und die ersten zwei von (2), welche mit den Randbedingungen zusammen im Haupt- 
achsensystem (vy konstant) die fehlenden Komponenten von f, J und u bestimmen. 

In der Wahl des Koordinatensystems zur Lésung des Gleichungssystems lift man 
sich vor allem von der Art der Randbedingungen leiten. Im Fall 5 wird am vorteil- 
haftesten im Hauptachsensystem gerechnet, in allen iibrigen Fallen im aufgerichteten 
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Hauptachsensystem. Da der Fall 5 im wesentlichen schon erledigt ist?, geniigt es, 
die Beziehungen im aufgerichteten Hauptachsensystem anzuschreiben. 


Deutet man die Variable s als Zeit, so gleitet das aufgerichtete System mit der 
Schnelligkeit 1 der elastischen Linie entlang. Sein Bewegungszustand wird in erster 
Naherung durch die Translationsgeschwindigkeit » und die Winkelgeschwindigkeit 
D (0, 0, wo) dargestellt. w, ist dabei der bereits im unbelasteten Zustand vorhandene 
spezifische — das heif8t auf die Lingeneinheit bezogene — Verwindungswinkel. Vom 
Standpunkt des mitbewegten Beobachters aus miissen die wirklichen Ableitungen 
in Gl. (1) durch die (gestrichenen) scheinbaren ausgedriickt werden, und damit gehen 
die Gleichgewichtsbedingungen (1) iiber in 


S+oxt=0, 2Proxmtoxt=o, (3) 
oder in Komponenten 
K,,/ —@, K, = 0, 
K,' +o, K, ao), 
KS == (); 


M,' —a,M,+4,K, —v,K, = 9, 

M,’ +aoM,+%,K, —v, K, =9, 

ims UK ee Ie, = 0, 
wobei die Striche die Ableitungen nach der Bogenlange s der elastischen Linie be- 
deuten. Die GréBen K,, K,, M,, M,, v, und v, sind von erster Ordnung klein. Nach 
der letzten Gleichung von (4) ist also M,,’ von mindestens zweiter Ordnung klein, 
und diese Gleichung verschwindet in erster Naherung identisch (s. S. 290). Fir v,, 
und K,, gilt in erster Naherung 

Vy = 1, K,= =f (5) 

wobei D die Druckkraft ist. 

Die Gl. (2) miissen vom Hauptachsensystem ins aufgerichtete System umgerechnet 
werden. Da sich die entsprechenden Achsenrichtungen nur um Winkel, die von erster 
Ordnung klein sind, unterscheiden, gilt fiir einen Vektor a, dessen Betrag von erster 
Ordnung klein ist, 

Ae — ay, An = Ay, ar = Ay. 
Angewendet auf die Vektoren Jt und u wird aus (2) 
Me Sask, Myo = hoe: (6) 


Das Hauptachsensystem, in welchem » konstant ist, dreht sich relativ zum autge- 
richteten mit der Winkelgeschwindigkeit u +,» —o. Also ist 


d’ 
in = (tu — 9) Xv, 
oder fiir die Projektionen auf die u- und v-Achse 
oe = Xy 7 Wo Vy; 
Vy = — ky — Wo Vy. 
Damit geht (6) tiber in 
Se 2 Sine — XW Vy; (7) 
M,= B vy — B Wo %. 


Die beiden ersten, die vierte und die fiinfte Gleichung von (4) bilden mit (7) zusammen 
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ein System von sechs linearen Differentialgleichungen ftir OM a Ee BR aoe. 
Eliminiert man VM, und M,, so erhailt man noch vier Gleichungen fiir K,, Ky, Yu, Ye,’ 
némlich 
K, —o,K, == Os 
K, +o,K, at) 
Bory” a (a + B) @o Vy’ ag (D SS; Wo X«) Vy ope == 0, 
«Vy +(« +B) wv,’ + (D — a,? B) v, + K, = 0. | 


Aus den beiden ersten Gleichungen kénnen kK, und K, bestimmt werden. Man erhalt: 


(8) 


K, = — Aj cosa@,s — A, sin @8, 
| K, = — A, cos @,s + A,sin 98, 

mit den Integrationskonstanten A, und A,. 
Setzt man diese Werte in die beiden letzten Gleichungen von (8) ein, so lauten diese 
Bv,’ —(a +B) aor, + (D — « w,?) v, = A, cos ays + Agsin ays, \ 


9 
Vy + (% + B) Wry + (D— B a”) vy = A, cos ys — A; SiN Wo8. J “ 


3. Randbedingungen. 


Die Differentialgleichungen (9) stellen ein System von zwei linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung dar. Berticksichtigt man noch die Integrationskonstan- 
ten A, und A,, so sieht man, dai sechs Randbedingungen ndotig sind. 


Bei einer eventuell normal zur urspriinglichen Achse verschiebbaren Einspannung ist 
Ue — Cp Ue 
Bei der Lagerung mittels eines Kugelgelenkes ist 
M = M. » = 0, 
das heift nach (7) 
Vy — Wy Vy = Vy +090, = O. 


Wird das eine Ende des Stabes in der Richtung der urspriinglichen Achse gerad- 


linig gefiihrt, so ist 
l 1 


| Uo ds =\ 0, ds =O. 
0 0 


wobei v, und y, die Komponenten von » in bezug auf das raumfeste Koordinaten- 
system sind. Auf das aufgerichtete Hauptachsensystem umgeschrieben, lauten sie 


l 
| (Vy, COS Wo S — v, SiN wy S) ds = 0, 
0 

1 

| (¥y, SIN Wy S + VY, COS Wy 8) ds = 0. 
0 


Ist aber der Stab an einem Ende entweder frei (Fall 3) oder normal zur urspriing- 
lichen Achse frei verschiebbar (Fall 2), so ist dort 


Kgs Koee0. 
also 


A; = Ay =O, 


und das System (9) wird homogen. 
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4. Lésung des EKigenwertproblems. 


Zur Vereinfachung werden in den Differentialgleichungen (9) und den Rand- 
bedingungen folgende Abkiirzungen eingefiihrt: 


t=@)s, T= Ol, 


wobei t den Verwindungswinkel und 1 die Gesamtverwindung darstellen. Die Ab- 
leitung nach ¢ wird mit einem Punkt bezeichnet. Ferner sei 


JS FD D lu B 1 A A 
1 ae CA ETS = eae » Se eae at ee a ewe Cs Roa (10) 
Damit gehen die Differentialgleichingen (9) iiber in 
Vy — (A +1) 0, + (»— A) v, = C, cost + C, sint, | (11) 
Vy + (% + 1), + (wu — x) v, = %C, cost — x C, sin t. j 
Die Randbedingungen lauten bei einer Einspannung 
Vy = Vy = 0,7 (12) 
bei einem Gelenk 
Vy — Vy = Vy + v, = 0, (13) 
bei Geradfithrung 
| (v, cos # — v, sin t) dt = 0, 
; (14) 


| (v,, sin é + v, cost) dt = 0. | 
0 

Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems Gl. (11) setzt sich zusammen 
aus der allgemeinen Lésung des zugehdérigen homogenen Systems und einer parti- 
kulairen Lésung des inhomogenen Systems. 

Die allgemeine Lésung des homogenen Systems lautet: 


Vy, = 4, COS 0,¢ + a, COs o,¢ + 6,5, 58in o, ¢ + 0, 5, 8in ogi, | 


a * a ‘ 
UV, = 6, cos 0, t + b, cos ont — —* sin o, t — -—* sin ont { 
1 2 


mit den Integrationskonstanten a, 5,, a, b, und den GrdBen 


= 2 is 
oe =Hs" 41 £ (4) +204 (Awl), <(16) 
als Wurzeln der Frequenzgleichung 
of —(u+yv-+ 2)o7 + (vy —1)(u— 1) = 0, 


5 (A + 1) o%4 Oy.° —p + % 
ED Oy A ee 1) Oi, 


und 


(17) 


Fiir o,, fiihren beide Vorzeichen auf dieselbe Lésung fiir v, und v,, denn mit 04, 
andert auch 6,, das Vorzeichen, und damit bleiben v, und v, gleich. Die eine Wurzel o, 
ist immer reell, die andere reell oder rein imaginar. Im letzteren Fall wird dann aber 
auch 6, rein imaginar, so daf die Lésungen v, und », reell bleiben. Die reelle Gestalt 
tritt freilich erst dann in Erscheinung, wenn Hyperbelfunktionen eingefiihrt werden. 

Als partikulare Lésung der inhomogenen Gleichungen findet man zum Beispiel 


(Oar 
Oey = cost + —*sint, | 
Ay? 
Cz Oe ( ) 
v, = — cost — —sint. 
e v Pas 


294 E. Hui: 


Da aber die C; — vorliufig noch unbestimmte — Integrationskonstanten sind, kann 


man auch 
Vy, = ¢, cost + c,sint, 


V, = C, cost — c, sint 
setzen. Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems lautet dann 


V,, = 4, COS 0, t + a, COS ont + 6,6, Sin o,¢ + 6,6, sin o,t + c, cost + c,sint, 

18 

Vy = 6, cos o,t +b; cos o,¢ — -g" sin 0; t - cs sin o,t + c, cost — c, sint, pe 

mit den Integrationskonstanten a1, ds, b,, by, ¢;, 2 und den Werten o,, und 0,, aus 
Gl. (16) und (17). 

Um diese Integrationskonstanten zu bestimmen, setzt man die Ausdriicke fiir v, 
und v, von Gl. (18) in die Randbedingungen Gl. (12) bis (14) ein. Da die v, und »v, 
homogene Funktionen der Integrationskonstanten sind, und da die Randbedingungen 
in v,, und v, bzw. deren Ableitungen und Integralen homogen sind, sind diese Gleichun- 
gen in den Integrationskonstanten homogen. Da weiter die Zahl der Gleichungen mit 
der der Unbekannten iibereinstimmt, erhalt man dann und nur dann ein von Null 
verschiedenes Losungssystem, wenn die Determinante des Gleichungssystems ver- 
schwindet. Es handelt sich also wirklich um ein Eigenwertproblem, wie das bei allen 
Knickproblemen der Fall ist. Nur fiir ganz bestimmte kritische Lasten verschwindet 
diese Determinante, und fiir jede dieser kritischen Lasten existiert eine spezielle 
gekriimmte Gleichgewichtslage des Stabes. Die kleinste dieser kritischen Lasten 
bzw. deren Verhaltnis zur entsprechenden Eulerschen Knicklast — Knicklast beim 
unverwundenen Stab — ist gesucht. 

Mit den Randbedingungen Gl. (12) fiir das untere Ende des Stabes kénnen zwei 
der Integrationskonstanten durch die tibrigen ersetzt werden. In den Fallen 2 und 3 
bleiben dann nur noch zwei Gleichungen tibrig, wenn man von c, = c, = 0 absieht. 
Die Determinanten der Gleichungssysteme heiBen in den verschiedenen Fallen: 


Fall 2: 


COS 0, T — COS 0gT 6, sin o, tT — 6, Sin o,T 
Ls, ty, ==? 
— 3 Sino, tT + | sin ogt COS 0, T — COS OT 
oder : : 
1 0; Os . . 
COS 01 T COS OT + -> or +3 sin 0, Tsino,t = 1. (A. 3) (19) 
Fall 3 
1 ; Tees : 
Oo; — | sin 0, T — (cz — -5;) sin ot (6, 6, — 1) coso,t — (6, 6, — 1) cos oT | 
(+ — 1) cos r — (54 — 1) cosoyr — ( — 0,) 1 6 i ty 
3, 1 3, 2 0; 1) SIN 0, T + (G2 — Og) SiN dg Tt 
oder 
A cos (o, + 02) t + Boos (o, — o,)t = 1 (A. 4) (20) 


mit den Abkiirzungen 
Asses <( OP habs) loge ysl a Saad ; a1.) (Se BEX Oy 1) 
4 of—p+x af+yv—l ' of+pn—1 a j\o2@—ptx a, Ve 
4\o2%—pw+t+x of+r7—1 oftu—1 a, o3—puw+x« a, 


Bei den folgenden beiden Determinanten werden jeweilen nur die erste und zweite 
Kolonne hingeschrieben. Die dritte und vierte erhalt man aus diesen, indem man 
iiberall den Index 1 durch den Index 2 ersetzt. 
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Fall-t: 
pet Se. l 6, — 1 
aa n(o,+1)7+ o,f 1 L} — 008 (9, + 1) 4] + 
di+1. Age b:+1 
Farm —Ir— 267 Pee Pte 00e (Gyre la jae: 
0,—1 6,.—1 . 
a Lt — 908 (2, + 1) e] — eect sin (o, + 1)7 + ss, 
ote Oy hk 
ey Lh = cos (oj — 1) ¢] +o45 sin (o, — 1) t— 2T... 
0; ee 0, Sin o, T — sin Tt 
| sino, tT — 6, sint — COS o, tT + COST : 
A.5) (21) 
Fall 4: ( 
hig eer 
Ot “sin (o, + 1) t+ a pe O08 ey dye 
ies Vee 2 eal | 
ay Sin (@, — I) — 2d, GP ate eh eer tOe (op at) a 
0, — 1 o&,.—1 . 
earl ela t Ie] — ey, out (oy er ne 
} 1 : 
oj [1 — cos (o, — 1)T] + So sin (6, — 1) 1-21... 
(o, 6, — 1)sino,t — (o, 0, — 1) cos o, t 
(a, — 6,) cos o, Tt (o, — 6,) sino, Tt 


(22) 


Damit fiir o,? < 0 die reelle Gestalt der beiden ersten Zeilen der dritten und vierten 
Kolonne der beiden letzten Determinanten in Erscheinung tritt, mu8 man sie, bevor 
man hyperbolische Funktionen einfiihrt, mit Hilfe goniometrischer Additionstheoreme 
noch umformen. Vgl. Abschn. III, 3. 

Ist bei festem t eine kritische Last D — sie steckt in den GréBen 04, 02, 61, do, u,v 
gefunden, dann existiert mindestens ein Losungssystem der Integrationskonstanten, 
in welchem nicht alle Null sind. Ein gemeinsamer Faktor ist noch willkiirlich. Man 
erhilt dann eine nichttriviale Lésung v,|v,, indem man die Integrationskonstanten 
in Gl. (18) einsetzt. 

5. Elastische Linie. 

Um die elastische Linie zu erhalten, muB man durch eine Drehung des Vektors »v (é) 

um den Winkel — ¢ zum raumfesten Koordinatensystem tibergehen, also 


Vz = V,° cost — v,° sint, 


Vp = Vig PO La Vy. COs 


setzen. Daraus ergibt sich s te 
z= \v_ds = ee (t) dt, 
0 0 
$s t 
1 (23) 
f= \ v, ds a hes ©) dt, 
0 0 
1 
Z2=8 = — b. 
Mo 


In der letzten Beziehung ist z durch s ersetzt worden, was in erster Niherung erlaubt ist. 
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Fir v,, (é) und v,(t) hat man in Gl. (23) 
v,, = a, C08 0, t + a, cos ont + 6,5, 8in o,t + 6,6, sin ogt + ¢, cost + c, sini, 
v, = 6, cos o, t + b, cos o, t — Si sin 0, — Fy Sin a, t + 0, cost — ¢,sint (18) 
1 


einzusetzen. Dabei sind die Integrationskonstanten @,, d,, b,, bs, C1, Cc, berechnete, 
allerdings mit einem willkiirlichen gemeinsamen Faktor behaftete GroBen (vgl. Ende 
Abschn. IT, 4). 


Dann lauten die Ne ee (23) fiir die elastische Linie: 


= (2 sin (6, +t + = rsin (7 —1)t)+ ] 
+ b, G S71 cos (o, + 1) ¢] 4 ia = [1 — cos (0, —1)4) + 
- alisha roeeat + sin (0, — 1) 4) + 
+ b, (3 => [1 - cos (og + 1) ¢] poe [l cos (0: — 1) f]] +2 et, 
(24) 
0; a5 ae l 
Laine alee i [1 — cos (a, + 1) ¢] ek [1 — cos (0, 1) 4}) + ri (vel. A.5) 
+ b,(— AS sin (o, + 1)¢- Wt) in —1)t)+ 
fF ie Gaal cos (o, + 1) ¢] a5 7; Li — cos (o,— 1) t]) + 
+ by (— “=F sin (6, + 1)t+2 rs id t) + Qeat, | 
z=, | 


wobei gemeinsame Faktoren von w« und y weggelassen sind. 


III. Numerische Loésung des Problems. 


Da die numerische Rechnung in allen Fallen im Prinzip gleich verlauft, wird 
jeweilen nur ein Beispiel herausgegriffen. 


1. Eulersche Knicklast. 


Statt die Knicklast selbst zu berechnen, ist es anschaulicher, sie mit der ent- 
sprechenden Kulerschen Knicklast des unverwundenen Stabes zu vergleichen. Diese 
EKulersche Knicklast kann mit Hilfe der Eulerschen Knickformel (7, Bd. 1, Seite 307) 
bestimmt werden. Man kann sie aber auch als Spezialfall unseres Problems gewinnen. 

Lat man die Verwindung + gegen 0 streben, so konvergiert die Knicklast im all- 
gemeinen gegen die Eulersche Knicklast. Indessen sind dann die Ausnahmen in 
Abschn. III, 3 zu beriicksichtigen. Die folgende Methode ist einfacher und fiihrt 
immer zum Ziel: 

Setzt man die beiden Biegesteifigkeiten « und 6 des Querschnittes einander gleich, 
so werden die Hauptrichtungen unbestimmt, und die Verwindung bleibt ohne EinfluB 


auf die Knicklast. Diese muf also von t unabhiingig sein und ist gleich der Eulerschen. 


Ist also 


a= B, 
so ist nach Gl. (10) 


fe Nyy Apes hy 
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und nach Gl. (16) und (17) 
Gy3'= Vr +1, d= £1. 


3 Als Beispiel wird der Fall 1 behandelt. Die Determinantengleichung (21) wird 
ann 


A= 
Pails Vrr—t , (1 — cos |/y z) wa gin Vvr+ ; (1 Vy z)| 
= "lars —— — —_— VT a 4 — — COS) VT 
Vy Vv V» Vv 
— _ (1 — cos / » 7) hie eth oe) Pap) -sinVyt —t 
Vv Vv Vv Vv 
COS 0, T — COST sin o, T — sint — COS 6, tT + COST — sino, t — sint 
sin o, T — sint — cOSo,t + cost sino,t +sint — COS o,T + COST 
==... 
Fiihrt man noch die Abkiirzung 
og <2 Vv < 
ein, so kann man die Determinantengleichung auf die Form 
On Br Sec fend x aw \2 
Fo — sin? 5 (sin 3 — 7 COS 5) oe Q) (A. 6) (25) 
bringen. Setzt man eine Wurzel dieser Gleichung in 
2 
D = KO ¥ = 0% FE (10) 


ein, so erhalt man eine kritische Last. Die kleinste erhalt man offenbar mit dem 
kleinsten von Null verschiedenen 2, hier 


rE 
Die Eulersche Knicklast ist also 
477-« 
Dp=—a (26) 
Schreibt man die Knicklast beim verwundenen Stab in der Form 
D=k< dD; (27) 
an, so erhalt man mit Hilfe von Gl. (10) fiir k die: Formel 
ee 
ie cae 


Der Faktor k kann nach Gl. (27) als MaBzahl fiir die GréBe der Knicklast D betrachtet 
werden, gemessen mit der zugehérigen Eulerschen Knicklast als Kinheit. k ist ein 
MaB fiir den Einflu8B der Verwindung auf die Knicklast. 


Bei einem Stab mit der Gesamtverwindung rt ist « durch die kritische Last D 
bestimmt [vgl. Gl. (10)]. Diese ist abhangig von rt, also ist auch uw = wu (t). 


Die Formel fiir & lautet allgemein 


ig od 
Aerie pe (28) 
mit der GroBe 7 
Fall eed ol OS oe Se ee: 
- Patil 1 ee Ee Cc ai ad mee 
Vgl. hierzu Tafel 19, Seite 33 von’. 
20 
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2. Knicklast fiir groBe Verwindungen. 


Aus physikalischen Griinden bleibt auch bei beliebig groSer Verwindung t+ die 
Knicklast D und damit k endlich. Nach Gl. (28) strebt also fiir t > co die GréBe wu 
gegen Null, und zwar so, daB 

lim wt (29) 
endlich bleibt. Wegen Gl. (10) hat » die gleiche GréBenordnung wie w. Fiir die GroBen 
dy, und 06,, gelten die Reihenentwicklungen 


Ce Gee ae, Ore, er 
Pipes i 
eat ee Cy (30) 
wobei as th 
Ny,= +) 4} (A. 7) 
ist. Nach Gl. (29) ist 
= lim Nr (31) 


endlich. Diese Reihenentwicklungen hat man in die Determinanten von Gl. (19) 
bis (22) einzusetzen und die Gleichungen nach x aufzulésen. Mit der Gl. (28) 1a8t 
sich dann das gesuchte k berechnen. 


Die Rechnung wird durchgefiihrt fiir den Fall 4. Die Determinantengleichung geht 
dann tiber in 


| sin « — & 1 — cos x sil’ —% — (1 eos a) | 
163, | —(1— cos 2) sin « — « 1 — cos x sin 7 — x 
A— 2 ne : : ==, 
Ace) Ssinarg — COS 6, T — sin oy T COS Gy T 
| COS 0, T sin 0, T — COS 0nT — sin 0, T 


Indem man diese Determinante nach den beiden ersten Zeilen entwickelt, kann man 
auch o, und o, noch durch 2 ersetzen, und es bleibt 


‘ 64 A ; : 
A= (+ ape (sin wv — X COS x“) aye (A. 8) (32) 


Dann ist fiir eine Wurzel dieser Gleichung nach Gl. (28) und (31) 


2x i 


k= ltx 2°04672° 


Fir die kleinste kritische Last mu also die kleinste Wurzel x, die ein k => 1 ergibt, 
eingesetzt werden. Es ist dann 


at ee melee : 
| k=5 nae (33) 
l l Man erhiilt in allen fiinf Fallen die- 


ae) selbe Gl. (33). Die Abb. 6 zeigt kh, 
welches den Kinflu8 der Verwindung 
Is auf die Knicklast angibt, als Funk- 
oo 2 tion von x, dem Verhiltnis der 
beiden Haupttriigheitsmomente des 
Abb. 6. (Querschnittes. 


bo 
rs 


or 
om 


7) 10 20 30 WO 
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3. Knicklast fiir kleine Verwindungen. 


Im allgemeinen wird bei kleiner Verwindung die Knicklast nur wenig von der 
Eulerschen abweichen. Fiir eine endliche Schlankheit des Stabquerschnittes ist dies 
aus Stetigkeitsgriinden immer der Fall, nicht aber zum vornherein fiir den Grenzfall 
der unendlichen Schlankheit x = co; denn die beiden Grenziibergange + — 0 und 
# —» co brauchen nicht vertauschbar zu sein. Hs ist in jedem Fall 


lim lim k = 1. 
x—> Co T-—>0 


Aber es wird sich zeigen, dai 
lim lim 


™—>0 x—> CO 


verschieden von 1 sein kann. Da 
lim k 


t™—>0 


endlich bleibt, strebt nach Gl. (28) w gegen oo, und zwar so, da& //u 7 endlich bleibt. 
Ks sei 


es The Vous. 
t>0 


Die GréBen o,. und 6,, miissen nach t in eine Reihe entwickelt werden und diese 
Entwicklungen in die Determinanten von Gl. (19) bis (22) eingesetzt werden. Abhnlich 
wie in Abschn. III, 2 kann aus diesen Gleichungen dann x und daraus k berechnet 
werden. Die Rechnung ist aber wesentlich komplizierter. 


Als Beispiel soll der Fall 1 bei unendlicher Schlankheit des Querschnittes be- 
sprochen werden. 


Fiir den Grenzfall unendlicher Schlankheit — vgl. dazu Abschn. TH, 6 — ist in 
allen Formeln 
x =='6S, y= AO 


zu setzen. Nun ist aber fiir « > 1 die Frequenz o, imaginar, so daB bei der Determinante 
Gl. (21) in der dritten und vierten Kolonne hyperbolische Funktionen eingefiihrt 
werden miissen, damit die Gestalt reell bleibt. Mit den Groen 


: uu / (#\* ‘ . | rt 2 int O, + 1 
ae = Pg tt V (5) ate SE aa ge aig a a o2— 1?’ 
“ ce } a 2 =a Og + 05 
Co = — 265, bo = — 10, aS ee Rye See one gat 


lautet die Gleichung 


a, sino, 7 cost +b, cos o,tsint—0,t 4 (1 — coso,7 Cost) + 6, sino, Ts T 


| . . “ 

. b, (1 — cos o, tT Cos Tt) + 4, 8IN o, TSINT -- 6, sin o, t cos T — @, COS 0, TSINT — T 
| Oo . . 

| 6, (cos 6, T — COST) 6, sino, tT — sint 

| gino, tT — 6, sint — COS 0, T + COST 


@, Sh o, tT COS T + 6,Cho,t sin t — bot a, (1 — Ch o, t cos T) veer Sh o, 7 sin t | 
b, (1 — Cho, 1 cost) + a, Sho,tsint 6, Sho,tcost —a,Cho,tsint—t | 
: e aL ; S bps 

6, (Ch og tT — COs T) — 6,Sho,t — sint | 
| 


Sh o,7 — 6,sint — Cho,t + cost 
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Fir die Reihenentwicklungen erhalt man 


2 Bit 

OD ae pe 2a ‘9 : 

as l 2 7 Giz 

Ona | S ? 

; ele tae (A. 10) (35) 

T 3th vg 

= 24% | : 

= 2 Bor 

0» aa 1 Pm) a4 | 


Nach einigen Zwischenrechnungen kann man die Determinantengleichung auf die 
Form . 

x oan] |e £ 6 x 
'g-> — 72(0—24) | ° |S 2 — 12— 2 


a0 (A. 11). (38) 


reduzieren. Gesucht ist wieder das kleinste x, welches ein k = 1 ergibt. Es annulliert 
den zweiten Faktor und ist 
w= 11:527 (A. 12) 
und ergibt 
== = 9:866. 
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fe 


Die Resultate fiir die iibrigen Falle sind aus den Abbildungen in Abschn. III, 4 
ersichtlich. : 


4. Durchfiihrung der numerischen Rechnung. Ergebnisse. 


Fur den Stab sind die GroéBen «x, 6, mw) und t gegeben. Damit ist auch das Ver- 
haltnis «: » = x festgelegt, nicht aber « und » allein, diese sind noch von der Last D 
abhangig. Fiir das Verhaltnis x ist in den numerischen Auswertungen x = 1, 2, 5 
und co beriicksichtigt worden. 

Zu gegebenem 7 wird « wie folgt bestimmt: Man nimmt ein approximatives k an 
und berechnet nach Gl. (28) das zugehérige u. Daraus werden oj, 02, 6;, J, ermittelt 
und damit erhalt man die linken Seiten der Gl. (19) bis (22). Durch graphische Inter- 
polation wird « so gewahlt, daB diese den Wert 1 bzw. 0 annehmen. 

Statt zu gegebenem 7 das kleinste uw zu bestimmen, das einer der Gl. (19) bis (22) 
gentigt, geht man im allgemeinen einfacher so vor, dai man bei beliebig gewaihltem 
uw > 0 — und damit beliebiger Last D — das kleinste t sucht, das die erwihnten 
Gleichungen erfillt und damit die durch wu beliebig gewiihlte Last D zur gesuchten 
kritischen Last macht. jw wird also als unabhiingige Variable betrachtet und 7 als 
Funktion von w. Fir + erhalt man eine komplizierte Gleichung, die man fiir viele « 
zu lésen hat. Es ist auch hier am vorteilhaftesten, fiir + approximative Wurzeln 
einzusetzen und die linken Seiten der Gl. (19) bis (22) zu berechnen. Graphische 
Interpolation fiihrt zum gesuchten +. Fiir die Bestimmung der Knicklast ist das 
kleinste + zu berechnen, fiir die Ermittlung der héheren kritischen Lasten die ent- 
sprechenden groBeren rT. 

Aus w und 7¢ erhalt man nach der Gl. (28) die GréBe k. Fiir den Fall 5 ist 
die Rechnung durchgefiihrt fiir die ersten vier kritischen Lasten (vgl. Abb. 11). Fiir 
die Falle 1 bis 4 ist das Resultat der Berechnung der Knicklast dargestellt in den 
Abb. 7 bis 10. 

Als Rechenhilfsmittel sind Tafeln fiir vierstellige Funktionswerte der goniometri- 
schen Funktionen und Tafeln fiir fiinfstellige Logarithmen zur Berechnung der hyper- 
bolischen Funktionen beniitzt worden. In einigen Fallen muBten siebenstellige Tafeln 
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zu Hilfe gezogen werden. Die numerischen Rechnungen wurden durchgefiihrt mit 
einer Handrechenmaschine, System Curta. 


Ks ist bemerkenswert, da®B die Lange des Stabes keinen Einflu8 hat auf , welche 
Gr6Be das Verhiiltnis der Knicklast des um den Winkel t verwundenen Stabes zur 
entsprechenden Eulerschen Knicklast darstellt. 


Vom Querschnitt gehen in dieser Naherung lediglich die Trigheitsmomente in 
die Formeln ein, wie dies iibrigens auch fiir die Knicklast selber der Fall ist. 


| 
60° 60" G40" 650° — 729 


I0° 760° 270° / 
a 


Abb. 7. Die Knicklast k als Funktion der Verwindung t im Fall 11°. 


Die Resultate der Berechnungen werden nun an Hand der Abb. 7 bis 11 diskutiert: 


In allen Fallen wird durch die Verwindung des Stabes die Knicklast gréBer, und 
zwar um so mehr, je schlanker der Querschnitt ist. Aber nur im Fall 3 des einseitig 
eingespannten Stabes (Abb. 9) ist die Knicklast eine monoton wachsende Funktion 
der Verwindung. Beim unverwundenen Stab hangt die Knicklast nur vom kleineren 
Haupttrigheitsmoment des Querschnittes ab, beim verwundenen aber von beiden. 
Deswegen ist es plausibel, daB bei Staiben mit groBem Verhaltnis der Haupttragheits- 
momente des Querschnittes die Verwindung gréBeren EinfluB auf die Knicklast hat 
als bei solchen mit wenig schlankem Querschnitt. 

Aus Griinden der Stetigkeit erhalt man bei endlicher Schlankheit des Querschnittes 
durch den Grenziibergang t -> 0 eine kritische Last des unverwundenen Stabes. Bei 
zunehmendem t wichst am Anfang die erste kritische Last, wahrend die zweite ab- 
nimmt. In allen Knickfallen streben die beiden gegen den gleichen Grenzwert, der 
durch die Gl. (33) gegeben ist. In den Fallen 1, 2 und 5, im denen die Rand- 
bedingungen an den beiden Enden des Stabes gleich sind, unterschreitet die zweite 


10 Als Kinheit der Knicklast ist die Knicklast des entsprechenden unverwundenen Stabes 
gewahlt. 
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kritische Last fiir gewisse Bereiche von 7 die erste, in den Fallen 3 und 4 ist die erste 


kritische Last immer die Knicklast. 
Diese Resultate sind vor allem fiir Stabe mit wenig schlankem Querschnitt, fiir 
welche also x nur um wenig gré8er als 1 ist, plausibel. Man betrachte, um die Ideen 


400 | ie 
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Abb. 8. Die Knicklast & als Funktion der Verwindung t im Fall 2". 
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i 
Abb. 9. Die Knicklast ’ als Funktion der Verwindung t im Fall 31. 


zu fixieren, die Abb. 9 und 11 fiir x = 2. Die zweite kritische Last des unverwundenen 
Stabes ist doppelt so gro8 wie die erste. Sie ,,gehért‘‘ zur Biegesteifigkeit p fiir die 
zweite Hauptachse des Querschnittes. Ist die Verwindung sehr groB, so nehmen die 
Hauptachsen des Querschnittes im Mittel jede Richtung der Querschnittsebene gleich 
oft an, die groBe und die kleine Hauptachse haben also im Mittel keine bevorzugte 
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Richtung. Darum konvergieren auch die ersten kritischen Lasten fiir die beiden 
Hauptachsen mit zunehmender Verwindung gegen denselben Grenzwert. 

Ebenso ist die Tatsache, daB bei den symmetrischen Fallen 1, 2 und 5 zwei kritische 
Lasten mit demselben Grenzwert fiir groBe + bei annaihernd ganzen Vielfachen von 
180 gleich sind, plausibel. Fiir solche Werte der Verwindung 7 haben die Haupt- 
achsen im Mittel wiederum keine bevorzugte Richtung, darum stimmen solche kritische 
Lasten, die zu den beiden Hauptachsen ,,gehéren‘‘, dort iiberein. 

Fur Stabe mit schlankem Querschnitt (s. Abb. 11, ~ = 5) ,,gehéren“ die zwei 
kleinsten kritischen Lasten zur gleichen Hauptachse, fiir 7 — 0 gilt fiir diese kritischen 
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90° 760° 270° — G 450° 540° 630° 720° 
Abb. 10. Die Knicklast k als Funktion der Verwindung t im Fall 41°, 


Lasten k = 1 und k = 4. Aber dennoch haben sie den gleichen asymptotischen Wert 
und stimmen ungefahr bei den ganzen Vielfachen von 180° iiberein, mit Ausnahme 
von 180°. Fir die kleinste kritische Last der zweiten Hauptachse gilt fiir tr = 0 die 
Beziehung k= 5. Diese strebt aber gegen einen anderen asymptotischen Wert, 
zusammen mit der dritten kritischen Last der ersten Hauptachse; diese hat fiir 7 = 0 
den Wert k = 9. Wenn von zwei kritischen Lasten die erste den gréBeren asymptoti- 
schen Wert hat, ist sie immer grdBer, eventuell mit Ausnahme von rt = 0. 


In den Fallen 1, 2 und 4, in welchen der Stab statisch unbestimmt gelagert ist, 
erhilt man im Grenzfall unendlicher Schlankheit des Querschnittes (x = co) beim 
Grenziibergang verschwindender Verwindung (t — 0) eine Knicklast, die héher ist 
als die Eulersche (vgl. Abb. 7, 8 und 10). Das heiBt fiir die Wirklichkeit, daB bei 
Staben mit sehr schlankem Querschnitt in diesen Fallen eine kleine Verwindung die 
Knicklast sehr stark erhéht, bei zanehmender Verwindung nimmt sie dann allerdings 
wieder ab. In den Fallen 3 und 5, in denen der Stab statisch bestimmt gelagert ist, 
ist auch im Grenzfall unendlicher Schlankheit des Querschnittes der Grenzwert der 
Knicklast bei verschwindender Verwindung gleich der Eulerschen Knicklast. Auch 
bei Staiben mit sehr schlankem Querschnitt ist also hier bei kleiner Verwindung die 
Knicklast nicht viel gréBer als die Eulersche. 

Diese Resultate sind insofern plausibel, als fiir die statisch unbestimmt gelagerten 
Stiibe weniger Ausweichmoglichkeiten bestehen als bei statisch bestimmt gelagerten. 
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Allerdings wire dann zu erwarten, da im Grenztall + — 0 beim Fall 1 der Wert 
fiir k groBer ist als im Fall 2, da der Grad der Unbestimmtheit auch um 1 groBer ist. 

Zum Fall 5 ist zu sagen, da die Vermutung von H. Ziegler in + und * nicht zutrifft. 
Ziegler deutet dort den Ubergang vom n-ten zum (n + 1)-ten Ast des t-k-Diagrammes 
dahin, da® infolge der Verwindung die kritische Last (m + 1)-ter Ordnung diejenige 
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Abb. 11. Die ersten vier kritischen Lasten k als Funktion der Verwindung t im Fall 51°, 


der n-ten Ordnung unterschreitet. In Wirklichkeit unterschreitet aber nur periodisch 
die zweite kritische Last die erste, und dies auch nur in den Fallen mit symmetrischen 
Randbedingungen. 

Das Resultat fiir den Fall 3, das E. Liischer veréffentlicht hat‘, ist falsch. Die 
Methode der Rechnung und der Ansatz fiir die Losung der Differentialgleichung sind 
zwar richtig, nicht aber das Resultat der numerischen Rechnung. 

Fir die numerische Auswertung der elastischen Linie ist der Fall 2 gewahlt. 

Nachdem zu vorgegebenem 1 die Groen pw, k, 64, 02, 01, 5, A, A, b,, do, c, und c, 
bestimmt sind, erhilt man die elastische Linie punktweise nach den Gl. (24). 
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Bei x und y ist ein gemeinsamer 
Faktor willkiirlich, wiihrend der 
Mafstab fiir z durch die Wahl 
Von @, festgelegt wird. 

Abb. 12 zeigt fiir den Schlank- 
heitsgrad x = 5 des Querschnittes 
bei einer Gesamtverwindung von 
t = 450° die elastische Linie des 
Stabes beim Beginn der Knickung 
fiir die Knicklast und die zweite 
kritische Last im Fall 2. 

Beide elastischen Linien sind 
fast ebene Kurven, die gré8ten 
Abweichungen finden sich an den 
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beiden Enden des Stabes. Obwohl 
die zugehérigen kritischen Lasten 
verschieden sind (k, = 1°38], 
k, = 1:970), ist die Form der Kurven fast gleich, und sie unterscheiden sich von der 
Knicklinie des unverwundenen Stabes nur wenig. Verschieden ist hingegen die Rich- 
tung der Ausbiegung des Stabes. 


Abb. 12. Elastische Linie im Fall 2 fiir x = 5 und t = 450°. 


5. Elastische Linie fiir groBe Verwindungen. 


Als Beispiel wird wieder der Fall 2 gewaihlt. Beim Grenziibergang t —> co wird 
die Lange des Stabes konstant gehalten, so daf auch fiir die spezifische Verwindung 
®,—> co gilt. Die Reihenentwicklungen 


Cg Se Nei a 


A—1 


; (30) 
Gg ey Nie 


mit 
Np = 


| 


sind in den Gleichungen der elastischen Linie Gl. (24) einzusetzen. In unserem Fall 
ist dort c, = c, = 0. Die Kombination der Gl. (28) und (33) ergibt fiir unseren Grenz- 
fall in erster Naherung 


ut 2% 2p 
a. Lae ee 
woraus 
IN eA Ot (37) 
folgt. Fiihrt man durch 
aera tvbl, WOrere: Seek) 
die reduzierte Héhe o statt ¢ als unabhingige Variable ein, so ist wegen 
abbot = 0 
in erster Naherung 
N,*t=@n. (38) 


Fiir den Grenzfall 1 —> co ist diese Gleichung exakt richtig. Die Gleichungen der 
elastischen Linie gehen dann itiber in 

x = sin t (1 — cose), 
(A. 13) 


y = — cost (1 — cos ez), (39) 


eat. 
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Diese Kurve liegt in einer Ebene, ihre Form stimmt mit der Knicklinie des unver- 
wundenen Stabes iiberein. Die Ebene der elastischen Linie ist gegeniiber derjenigen 
des unverwundenen Stabes um den Winkel +.im Gegenuhrzeigersinn gedreht. Im 
Grenzfall 1 —> co ist diese Ebene unbestimmt (A. 14). 


Die Eulersche Knicklast fiir den Fall 2 ist 


2 
Dr = — (40) 
[s. Gl. (26)]. Mit Hilfe der Gl. (33) ergibt sich daraus fir die Knicklast des 
unendlich stark verwundenen Stabes 


mw 2aB 


Dae a+ p- 


(41) 


Aus den Gl. (39), (40) und (41) folgt: 


Im Grenzfall unendlich groBer Verwindung verhalt sich ein Stab in bezug auf 
die Knickung, sowohl was die Knicklast als auch was die elastische Linie anbetrifft, 
gleich wie ein Stab mit gleichen Haupttragheitsmomenten des Querschnittes, welche 
gleich dem harmonischen Mittel der Haupttrigheitsmomente des Querschnittes des 
verwundenen Stabes sind. 


Dieses Resultat gilt, wie man zeigen kann, in allen fiinf Knickfallen. 


6. Giltigkeitsbereich der Resultate. 


Fast alle abgeleiteten Gleichungen sind nur naherungsweise richtig, und es bleibt 
za untersuchen, unter welchen Bedingungen die erhaltenen Resultate eine gute 
Naherung darstellen. 


Die Gl. (2), die den Zusammenhang zwischen der Beanspruchung des Stabes und 
seiner Deformation vermitteln, sind die bekannten Naherungsgleichungen aus der 
Festigkeitslehre. Sie sind an die Voraussetzungen gebunden, dai 


1. die Querabmessungen des Stabes klein sind im Vergleich zu seiner Linge, 
2. die Gestalt der Querschnitte gedrangt ist, 
3. der Querschnitt sich nur wenig andert von Schnitt zu Schnitt. 


Aus der dritten Bedingung folgt, da& die Verwindung pro Lingeneinheit w, nicht 
zu groB sein darf. Der Fall + -» co stellt also lediglich einen theoretischen Grenz- 
wert dar. 


Die Lingenkontraktion, die durch die Druckbeanspruchung entsteht, ist gering 
und kann vernachliassigt werden, da bei schlanken Stiiben die Knickung bei ver- 
haltnismaBig kleinen Druckkraften eintritt. 


Da die Druckkraft fiir den Beginn der Knickung bestimmt wird, kénnen die durch 
die Knickung hervorgerufenen Deformationen als klein betrachtet werden. Infolge 


der kleinen Kriimmung der elastischen Linie sind dann auch Kez, K,, M:, M, kleine 
GroBen. 


Da die linearen Differentialgleichungen in erster Naherung richtig sind, sind es 
auch ihre Losungen. 


Bei der numerischen Rechnung sind verschiedene Verhiiltnisse der Haupttrigheits- 
momente des Querschnittes beriicksichtigt worden, nimlich x = 1,2,5 und oo. 


Besondere Beachtung ist noch dem Grenzfall x = co und Stiiben mit groBem x zu 
schenken, 
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Fur die folgende Uberlegung sei der Einfachheit halber der Querschnitt des Stabes 
ein Rechteck (s. Abb. 13). Fiir die Hauptbiegesteifigkeiten ist dann 


E EB ig tes 
SA en ig Oo, ue Ve 
und die Schlankheit des Querschnittes ist : | 
gegeben durch Le ae 
lu B 2 Se i A eel i a ee? ee ae Fay ie re 
c= a 7 f sy 
v x be? — sana AY 
wobei # den Elastizitatsmodul des Materials br / | 
darstellt. Da der Stab schlank bleiben muB > & OS aro ae q i 
(a,b <1), wird beim Grenziibergang x —> coa Abb. 13. 


festgehalten und strebt b gegen Null. Die 
GroBe k, das Verhiltnis der Knicklast zur entsprechenden Eulerschen Knicklast, 
ist aus physikalischen Griinden immer endlich. Fiir + + 0 gilt dasselbe auch fiir 
nach Gl. (28). Also folgt aus x -> co die Relation » -> 0. Im Grenzfall unendlicher 
Schlankheit des Querschnittes ist also in allen Formeln 4 = » = 0 zu setzen. 

Bei Stiben mit sehr schlankem Querschnitt kommt man der Wirklichkeit naher, 
wenn man bei der Biegung um die €-Achse die Dehnung es in der &-Richtung Null 
setzt statt wie in der Festigkeitslehre die Spannung o:. Dann ist 


1 a 
Sr == Ge — 9.03), 

iI ea 
Es ey reali — vor) = 0, 


In der entsprechenden Formel der Festigkeitslehre fehlt der Faktor (1 — v?). Rechnet 
man im Sinn einer ersten Niherung nach der Methode der Festigkeitslehre weiter, 
nimmt aber den Faktor (1 — »?) mit, so heiBt die erste Formel von Gl. (2) 

s * 


M: = Tog ME = He. 


In der Formel in Gl. (10) und in der nachfolgenden Rechnung mu also der Schlank- 
heitsgrad x des Querschnittes durch 
“* == =(1—»)x 

ersetzt werden. Die GroBe k, welche die Knicklast bei der Verwindung t, gemessen 
mit der Eulerschen Knicklast, als Einheit darstellt, ist also auf den Abb. 7 bis 11 
nicht beim entsprechenden Schlankheitsgrad x, sondern bei %* = (1 — »*) x abzu- 
lesen. Da aber die Poissonsche Zahl y klein ist (fiir FluBstahl z. B. 0°3), vermindert 
sich dadurch k nur um sehr wenig, da fiir groBe x die Kurven sehr nahe beieinander 
liegen. 

Daraus folgt, daB auch in den Fallen, in denen weder o: noch «: Null ist, die 
Resultate fiir k in den Abb. 7 bis 11 eine gute Naiherung darstellen. 

Wird der Grenziibergang k — co so ausgefiihrt, daB 6 endlich bleibt und a gegen 
Unendlich strebt (s. Abb. 13), so geht der Stab in eine schraubenflachenformige Schale 
iiber, fiir welche die Gl. (2) aus der Festigkeitslehre nicht mehr gelten. Dieser Fall 
miiBte nach den Methoden der Schalentheorie neu behandelt werden. 
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IV. Anhang: Zwischenrechnungen. 


(A. 1): Es soll der Ansatz aus Gl. (15) mit Gl. (16) und (17) verifiziert werden. 
Ks ist 


Oy = —d 0, Sin o, t — ay 0, SiN oy t + 0, b, 0, COS 0, t + Je be G2 COS gt, 
‘ ‘ ‘ Gy, O% @, Og 
UV» = — 6, 0, sin o, t — by oy sin og t — si cos 6, t — a COS 6, t, 

und 
b, = — Q 6,2 cos 0, t — a, 6,2 cos 0, t — 0, b, 0,? sin 0, t — 0, bg o,? Sin og, 
se : P 4 a,0;° . G0," . 
V, = — 6, o/ cos o, t — bz o,7 cos og t + sin 0, ¢ + rz sin 0, t. 


Dies eingesetzt in den durch C, = C, = 0 homogen gemachten Gl. (11) ergibt 
[— 6, 6,2 + (A + 1) 0, + (vy — A) 61] b, sino, t + [— 6, on? + (A + 1) o, + (» — A) 64] 6, sin ont + 


O2 


+ |—oP+ (A+ 1) 3 + (y—A)] a; 608 0 # + Jot + (A+ 1) =5~ nian A) a, COS ont = 0 
1 i 2 


und 


2 
2 


Oo, 1 j o he | : , 
—— — (x + 1) gh Nvber tap FP a, sin o, ¢ + Aelia Gar LL prerh Ciomel a oe, @, Sin 0, t + 


Oy 
+ [— 06,2 + (* + 1) 6, 0, — (u— *)] 6, cos o, t + [—o,? + (* +-1) 6, 0, — (u — #)] 6, cos og t = 0. 
Diese beiden Gleichungen sind erfillt fiir beliebige Konstanten a,, a,, 6,, 6,, wenn alle eckigen 
Klammern Null sind. Je zwei nebeneinanderstehende eckige Klammern unterscheiden sich nur 
im Index, zwei untereinanderstehende nur in einem Faktor 6;. Lost man diese eckigen Klammern 
nach 6, auf, so erhalt man 


of7—pw+x 
g o2—v+ 2K’ te (4 + 1) 0; ’ 


Die beiden Ausdriicke fir 6, mtissen aber wirklich auch gleich groB sein. Man kann aber a; noch 
so wahlen, daB dies der Fall ist: 


(02 —» + a) (of —w + %)— (A+ I) & + 1) oz = 0 


= 
| 
— 

. 
bo 


(17) 


oder 
o,*— (wu —#x# +yv»—A+x*A+A+e%4 1) 62 4+ (X— A) (ue —x) = 0. 


Infolge der Beziehungen Gl. (10) ist dies dasselbe wie 
off — (uy +2) of + (ev — 1) (up — IT) = 0, 
und daraus folgt Gl. (16). Da die gefundene Lésung G1. (15) vier Integrationskonstanten aufweist, 
ist es die allgemeine Losung. 
(A. 2): Es soll die partikulire Losung 


ron Oe 2 
i ee ge cos ¢ + +> sm t, 


Cc. C 

2 

Vy» = —~COs t — - 1 
v 


sin ¢ 


der Gl. (11) verifiziert werden. 
Fir die beiden ersten Ableitungen von v,, und »,, gilt 


. Soe C2 

Cae por sin ¢ + reas cost = v,, 

: oe Cy 

v, = —— Bint — cost = — »,. 
y yp u 

Vy Leet 

Vy. = — 0, = '— Vy. 


Die rechten Seiten von Gl. (11) lassen sich ebenfalls durch die partikularen Lésungen vw, und », 
ausdriicken. Man erhadlt durch Hinsetzen 


— Wy + (A+ 1) oy + (2 —A) vy = 9 dy, 
— Vy + (+d) vy (ue —) Vy = 


was tatsichlich richtig ist. 


» 


| 
~ 
= 
= 
| 
BE 
S 
$ 


Knickung verwundener Stabe unter Druck. 309 


(A. 3): Die Gl. (19) soll hergeleitet werden. 
Die allgemeine Lésung 
Vy = @ COS oO, t + Gy COS ot + 6, b, Sino, t + 4, b,s8ino,t, | 


oy ay (15) 


Vy = 6, cos o, t + b, cos og t — 5 sin o,  — 5 sin oO, t 
1 2 


des homogenen Systems — s. Abschn. II/3, SchluB — muB in die Randbedingungéen 
@, (0) = v, (0) = 0, 
Pree) tate (ears) 
eingesetzt werden. Die ersten beiden ergeben 
@, + @, = 0,0; + 6, = 0. 


Ersetzt man @, und b, durch a, und 6, und beriicksichtigt auch die beiden anderen Randbedingungen 
so wird 
(cos o, tT — COS Gy T) a, + (6, Sin o, tT — dy Sin oy tT) 6, = 0, 


tae Lee 
(— 5, Sin 0, T— ~~ sin og T} ay + (cos o, t — cos o, tT) b, = 0 
1 as 

und damit 

| GCOS o, tT — COS GO, T 0; Sin o, tT — 6, SIN og T 

l S F b = 0, . 

| —y Sino, tT + | smo,t cos o, T— COs a, T 

\ 1 2 
oder ausgerechnet 

2 Fe cares au On Oo i - 
cos? ¢, tT — 2 cos 0, T COS o, T + COS? o, T + Sin? 6,7 + sin? o, tT — mr ig sin o, tT Sino, t = 0 
2 1 


was sogleich auf Gl. (19) fiihrt. 


(A. 4): Die Gl. (20) soll hergeleitet werden. 
Der Anfang ist gleich wie in (A. 3). Statt der zweiten Randbedingungen mu jedoch hier 


b,, (t) —2, (t) = %, (t) +», (t) = 0 (13) 


genommen werden. Setzt man hier v, und v, ein, so wird 


BD dee 
\(- O.+ =| sin 0,T ( O2+ % ) sin 02 | a, + [(6,0,— 1) cos o, t— (6, 6, — 1) cosa, t]b, = 0, 
\ UR. 2 


(-4+ 1) cos or —(—$* + 1) cos Oy7| a, + [(—o, + 0,) sin o, t — (—o, + 6.) sin o, tT] 6b; = 0 
und damit 

1 : 
| (0, —-) sin oy 2—(o2—~5-) sin 04 (0, 6, — 1) cos o, t — (6, og — 1) cos 0, t 
1 2 == (); 
| (St —1) cos,2—(F#—1) cos oy — (0, — 04) sina, 7 + (og — 04) Sin og 
OF \ Oe / , 


Die Ausrechnung ergibt 


1 ; o 
= (o =) (o, — 6) sin? o, t (+. a (a, — 52) sin? 6, t — (0, 0, — 1) ( D, 1] cos? o, tT — 


— (0, 6g — 1) (1) cos? o, t 4 
2 


1 1 . . 
(6, 0; (G, 05) + (>. a 7 op | sin o, T SIN 6, T + 


COS 6, T COS On T = O 


+|@a— (3-1) + Gm —n(F—1) 
oder vereinfacht 


A ad aes | 0 1 
(.—-] (dg — 93) + («.—+-} 10 == >| sm oj T SIN 0, T + = («, ae Ok (6. Oo) 4 


1 1 
COS 0, T COS On T = (o - (O; 01) + (0, — oa (Gg — Oy). 


) 1 
aa 3+ (a—>-) (o, — 9,) 
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Verwendet man noch die goniometrischen Identitaten 
2 sin o, T Sin o, T = Cos (0, — Gg) tT — COS (0, + Gz) Tt, 
2 Cos G, T COS Op T = COS (0, — Gg) T + COS (Go, + Gg) Tt 


und fuhrt die Abkurzungen 


04 O—U+% | 2 b ds on.2A—p+% oy 
saa Maha OR og en sy ~ 6, 62—pw+H ay’ 
| 1 
J, — 05 Cer ae ake ek , i ee OF +H—1 a 
oa 6 Gf+r—1 6,” ley cand eiieling oO 
1 Oy 


ein, so heiBt die Gleichung 
(ac + c’) (6 + 1) cos (o, — og) t + (—ae 4 ce’) (6 — 1) cos (9, + ao.) t = 2 (1 4 Ce’). 
Wenn gezeigt ist, daB cc’ = 1 ist, dann stimmt die durch 4 geteilte Gleichung mit G1. (20) uberein. 
Nun ist 


wo . tei +e—)) oY ot tw boot + w= Ye) | ae 
0 (ee $= 1)(of fe =A) of 6, et 2) 6? Be 


oder wegen der Frequenzgleichung nach Gl. (16) 


reat 2(u + v) G7 oy? 
hee 2(u+ vo? 0,” 


(A. 5): Es sollen die Determinantengleichungen (21) und (22) hergeleitet werden. 


Die allgememe Lésung des inhomogenen Gleichungssystems 


Vv, 


1 = 4, COS 0, t + a, cos og¢ + 6, 6, sm o,t + 6, 6, sin o,¢ + ¢, cost + c, sing, | 


nae Ne (18) 
U, = b, cos o, ¢ + 6b, cos 0, ¢ — ~, - sin 0, $— ~. sin o,¢ + ¢, cos ¢—c, sint 
1 z 
ist in die entsprechenden Randbedingungen einzusetzen. 
In beiden Fallen ist unten eine Hinspannung, also 
70) —=10rn(O)e— Oe 
Setzt man die Ausdriicke von Gl. (18) ein, so wird 
a, +a,+ ¢, = 0, 
6b, +6, +e¢,= 0 


Also erhalt man 
Uy, = 4, COS O, t + A, COS Ogt + 0, 6, Sin 0, é + dy by Sin o, t — (a, + ay) cos t — (b, + b,) sin é, 


ay 


Oy 


Ebenso gilt in beiden Fallen die Bedingung der Geradfiihrung 


Oe 


0, = b, cos o, t + b, Cos og t — sin o, t — 3 sin oy t — (b, + b,) cost + (a, + ay) siné. 


Tt 

\ (v,, cos t — v, sin ¢) dé = 0, 

0 

T 

| (v,, sin ¢ + wv, cos ¢) dé = 0. : 

6 

Vor der Integration mu der Integrand mit Hilfe goniometrischer Formeln umgeformt werden. 

Die beniitzten Formeln sind | 
2+ cos (n x) - cos (m x) = cos (n —_m) x + cos (n + m) x, 


2+ sin (n x)+ sin (m x) = cos (n — m) & — cos (n + Mm) x, 


2-+sin (n %)+ cos (m w@) = sin (n —m) # + sin (m + m) aw. : 
: 


Ferner wird die Abkiirzung ++ (J 2) eingefiihrt. Sie bedeutet, da® der vorhergehende Ausdruck 
mit dem Index 2 statt mit dem Index bei allen entsprechenden Gré8en gebildet und dazu addiert : 
werden soll. : 
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Die Integranden sind dann 


2 (v,, cos ¢—v, sint) = a, (1-5) cos (o, + 1l)t+ (1 + +) cos (4—14 + (J 2) 


0; 
+ 6; [(6,; — 1) sin (o, + 1) # + (6, + 1) sin (o, — 1) #] + (J 2) 
— 2 (a, + ap), 
: : il 

2 (v, sin t + v, cost) = a, |(1—=-) sin ( > ye—(1 + -) sin (6 —1)4]+ + (J 2) 
+ b, [((— 6, + 1) cos (6, + 1) # + (6, + 1) cos (6, — 1) t] + (J 2) 
— 2 (6, + 6,). 

Die unbestimmten Integrale dieser Ausdriicke sind 
0) 1 
2\ (, cos é — v, sin t) dé = (> 1 sin (o, + l)é ne ar =a sin (0; —1)1) + (J 2) 


m) 
— b, (P+ cos (o, + let 4 
— 2 (a, + @g) t, 


is cos (o)—1)4) + (J 2) 


‘ : Gs) Oye 6, +1 
2 | (vy sin t + v, cos t) dt 3, en cos (0, Ut Sea ay OR. 1-H) +72) 
6 it 
— 0, (Ay sin in (a + 1)¢—--* psn (4 —1)t) + (72) 
== 2 (6, -- b,) % 
Die Randbedingungen lauten schlieBlich 
oe a ieee Mle One He 
Se (Spain e+ 0+ eae in (a —1)t—24,) + 
o— 3 oe | 
+ (Sy [1 — cos (co, + 1)7] 4 a {1 cos (6) —1)2]} + (J 2) = 0, 


ats 


} 
3 ( a [1 — cos (o, + 1) re] — 


oa sin (o, + 1I)e+ ea Sr ie geet (J 2) = 0. 


Die Randbedingungen am oberen Ende sind verschieden fiir die beiden Falle 1 und 4. 
Im Fall 1 heiBen sie 


[1 — cos (a. 1-1) 71) + 


ot ee 


Vy (t) Sie (rz) = 0, 
oder eingesetzt 


@, COS 6, T + Gd, COS ont + 6, 5, Sin 4, T + Jy by SM og tT — (ay + Gq) Cos t — (b, + bg) sin t = 0, 


Gp. (Lise oe - , 
626086, 7 Le Lp emnane ia A Peer 0, t -— (0, + 6,) cost + (a, + a.) Sint = 0, 
- 


oder geordnet 
a, (cos o, t — cos t) + b, (6, sin o, t— sin t) + (J 2) = 0, 

a 1_ (sin o, tr — 6, sin t) + 6, (— cos o, t + cost) + (J 2) = 0. 
1 

Im Fall 4 heiBen die Randbedingungen 
Vy (t) — Vy (t) ares 
Vy (t) tes (t) =, 

oder eingesetzt 


— a, 0, 8in 0, tT — a, Oy SiN dT + 0, 4b, G, COS Oy T + Oy Fy Oy COSOgT + (4, + Gy) sin t — (6, + by) cost 


One ; 
— by cos 6, t — by C08 at + | sin o, 7+ > sin oye + (6, + by) cos t — (a, + a) sin t = 0, 
1 2 


— b, 0, sin o, t — by 6 Sin 0, T— rs GOS 05 T— ff COs dg tT + (0, + 6,) snr + (a, + ag) Cost 


+ a, cos 6, T + G, COS OgT + 6, 6, sin o, tT + 0g 6, sin o, t — (a, + Gy) cos t — (6, + 62) sin t = 0, 
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oder geordnet 
i (1 b, — 1) sin 0, rx — by (0, 6, — 1) cos ot + (J 2) = 0, 


(ox — 04) 008 0, 7 + by (a, — 04) Bin a + + (J 2) = 0. 


Aus diesen 6 Gleichungen la Bt sich die Richtigkeit von Gl. (21) und (22) unmittelbar ersehen. 


(A. 6): Die Gl. (25) soll aus der vorhergehenden Determinantengleichung hergeleitet werden. 


Formt man die unteren beiden Zeilen der Determinante mit Hilfe der goniometrischen Formeln 


sin « + sin y = 2. sin f=¥ cos “F4, 


i OY i ae 
cos « — cos y = — 2sin 3 s8in—> 


um und beniitzt die Abkiirzung x = |/ yt, so heiBt die Determinante 


sin % — & 1— cos % — (sin % — 2) — (1— cos 2) 
— (1 — cos 2) sin 2 — x — (1 — cos 2) sin «— & 
4 Vv +2 Vv +2 ae Fe ben PF ae 
A Pe cea Ma gh hk Baila by gk a er eg ee ee 
> sin-5 sin-—y_—_ tT sin Cos tae hs sin 78 nt sin 5 cos 5) 
2 eee VEER ee | Vee’ a Vras oe 
sin 5 COS See sin 3 sin-—9 tT sin 7 cos ——g——_ Tt sin 5 sin a ies | 


Nachdem man den Faktor sin? (a/2) aus der Determinante herausgenommen hat, entwickle man 
diese nach den ersten beiden Zeilen. Die Unterdeterminanten der beiden ersten Zeilen werden 


mit A,;, die der beiden unteren Zeilen mit B,; bezeichnet. Die beiden Indizes geben die Kolonnen- 
nummern an. Es ist 

Ay, = — Ag, = (sin ve — x)? + (1 — cos 2), 

Ay, = — Ay, = — 2 (sin x — 2) - (1 — cos 2), 

Ay, = Ag, = (sin x — x)? — (1 — cos a)?, 

Bi, = — By = — 1, 

By, = — By = — sin 2, 

Be Ba; = Cos 2 


und damit 
8 
Ale as [(sin 2 — x)? + (1 — cos a)? + (sin 2 — x)? cos « — 


— (1 — cos x)* cos x + 2 (sin x — 2) (1 — cos 2) sin 2] 
oder 
8 
= — sin? = 5) [(sin « — a)? (1—cos x) + (1 — cos x)? (1 — cos x) + 


+ 2 (sin w — wx) (1 — cos &) sin 2]. 


In der eckigen Klammer steht ein vollstiindiges Quadrat, was beim Ubergang auf halbe Winkel 
mittels der Formeln 


1 + cos & = 2+ cos* (x/2), 
1 — cos & = 2+ sin® (@/2) 


besonders deutlich wird. Dann ist 


LOS Wee ; th a 
A= = sine 5 ((sin x — x) cos + (1—cos 2) sin 5) 
oder schlieBlich 


p pres. 9 @ x 2 2 x @ SeM\ 

tan sin 5) sin > Cos > gq C8 9 -+ sim 5) 
sine 5 (sin e x e) 

=, sin's \s 5) 5 28S) nt 


= 


soe 
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(A. 7): Die Reihenentwicklungen der Gl. (30) aus Gl. (16) und Gl. (17) herzuleiten. 
Fur kleine « und » geht Gl. (16) in erster Naherung iiber in 


ai =1+Ho* 4 Fut =1 48] ee =1+4 2M, 


IN (SR == ny os . 


O,=1+N.+... 
Daraus und aus Gl. (17) folgt in erster Naherung 
(A + 1) (1 + Ni2) Ae I 
bt Nig .? Ti he -_ 
(A. 8): Es soll die Gl. (32) verifiziert werden. 


Wie in (A. 6) entwickle man die der Gleichung vorangehende Determinante. Mit den gleichen 
Bezeichnungen ist dann 


mit 


Dann ist 


O12 = 


1a a= Aj, = (sin x — x)? + (1 — cos 2)?, 
Ae A, = 2 (sin x — az): (1 — cos 2), 
A, = —A,, = (sin x — x)? ( Gosia)? 
By = By, = 1, 
By; = By = — sin (2 2), 
Loe B,, = — By, = — cos (2 2) 
un amit 
A age Uein « — 2) + (1 — cos x)? + (sin « — x) cos 2 x — (1 — cos x)? cos 2a + 
+ 2 (sin « — x) (1 — cos x) sn 22] = 0, 
= apr lisin x — xy + cos 2 x) + (1 — cos a)? (1 — cos 2 x) + 
+ 2 (sin x — x) (1 — cos 2) sin2 2] = 0, 
= wep {(sin 2 — x) cos x + (1 — cos x) sin x]? = 0, 
= wae (sin 2 — x cos x)? = 0. (32) 


(A. 9): Die .Gestalt der Determinante in Gl. (34) soll aus Gl. (21) hergeleitet werden. 


Die beiden ersten Zeilen der Determinante in Gl. (21) werden zuerst mit Hilfe goniometrischer 
Additionstheoreme auf eine andere Form gebracht. Mit den Abkurzungen 


Sees is we ce hee 
hee oa eg aia o,—l ~ o?—1 o— 1’ 

6,— 1 6,+1 o, + 6, 
arias od o,—1l a Be 


lautet die Determinantengleichung noch 


a, Sin o, t cost + 8, cos o, T Sin tT — 6, T a, (1 — cos o,t cost) + b,8sno,tsint (J 2) 
b, (1 — cos 0, t cos T) + 4, Sin G, T Sin T — 6, sin o, tT cost — a, Coso,tsnt—t (J 2) F 
6, (cos o, tT — COS T) 6, sin o, t™ — sin t (J 2) 


sin o, tT — 6, sin t — COS 6, tT + COST (Ja) 


Fiihrt man weiter fiir den Index 2 die Abktirzungen 
i Oy = Oy, 1 bg = Sey 
= Oy Ogee 2 a x . 02 + Og ab. 
Lage Eh aR eee oes 
2 2 


ein und beniitzt die Relationen 
i- Sha = sin (t x), Cha = cos (7 2), 
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dann sieht man, daB die dritte Kolonne der’) Determinante rein imaginaér und die letzte reell ist. 
Teilt man die dritte Kolonne durch 7, so erhalt die Gleichung genau die Form der Gl. (34). 


(A. 10): Die Reihenentwicklungen der Gl. (35) sollen verifiziert werden. 
Fiir o,,? ist rs ae 
rae ion Bye oh ngewe ot 
of —1+h44Vi45 -1484(1 44 ait ge see 
also 


“Oh LS: te masts 


4:2 16 z 4) dois 
oe 1 f in we ; heey ope all ue chica | er 
und daraus 
poe = eas. Cotas oe — 3 ; x oboe 
_ Bie ke 2 8 2 z 6 272 6 tt 
= —_—— ——— = —S= = = a 
ed ee ee ee aN Sk ae ena ila aa re 
Fur 6, und 6, erhalt man 
3 Eee % 1. pas Th 3 73 
ae eee es ee 
Tt 22 
- 1 1 3 272 ae 
’ oo Uae. oie ee “et 3 
fey 
2 er ae ee 


(A. 11): Die Gl. (36) ist aus Gl. (34) herzuleiten unter Bentitzung von Gl. (35). 


Wiirde in allen Gliedern der Determinante nur das erste Glied der Reihenentwicklung mut- 
genommen werden, so wtirden die zweite und dritte Zeile gleich werden und die Determinante 
damit identisch verschwinden. In diesen beiden Zeilen miissen also auch Glieder héherer Ordnung 
bertucksichtigt werden. 

Aus Gl. (35) folgen die Reihenentwicklungen 


; ; Te Bie 
sin 0, Tt = sin a 4 Fy C8 eA han cos 6,7 = Cos#—-y—- sine + ..., 
2. 27? 67 ; O72 ze ha 
Sha,r = (1 = ) (1 _ 3+ 0 tC? 
i 472% \ 7? te 
Ch aye — 1 + ( 2) 3 pyT UNAS 
y my 2 27? 4%? 
1 eT h 2 ees eo i ? 
O7; = ee ee av x 
x 5T 
b 0, + 0, +e 2% T te 
eh o7—1 =e Fae 2 a8 2 
; eee weet 
- 2 2 27? 473 
aA, = — ee = 2 2 = 1 ; > 
a ee | inna eee te Ce a 
a hi at 
242 4 7! 
— dy 30 ve ott 272 
b = ee - —__—___—___— =) ee 0 (r®). 
2 a2 — 1 Fe 20 ug St a ey 
aw x 


Zur Abktirzung wird fiir die Determinante 
| Qy, yz Qyg Ay | 
Gey As. Meg ag 
M31 39 Azz Aga | 


My, Un G3 gy | 
gesetzt, und die Glieder werden der Reihe nach berechnet. 


Re ee ee ee re eT Ne 


vi 
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272 aed 72 a 
a sm « — — cos ¢ — — = —> in ¢% — = 
1 ge m 08 a (2 sm w — & cos « — «@), 
273 a Te : 
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Setzt man diese Ausdriicke in die Determinante ein und vermindert zugleich die zweite Zeile 
um die dritte, so lautet die Gleichung 


te ; ae ‘ j ft ee 
=» (2s8in x — x cos x — 2) ae 2 sree) -< ae 
TaN 
] cos 2) 3 5 
2 a8 aoe [(12 — 3 2) sine — 12 e cos x — 28] 0 (**) — 35 oe 
—4asin a + x?(1+4 cos z)] a 
t 4 ; cot 
hay See Ee : p Dee E>? x ee pe 
5 (1 COs @) x (x sin «) @ 3 
| sin aw 1 — cos x 2T —T 
Nun multipliziert man die 
2 
1. Zeile mit Se 1. Kolonne mit i 
Ss 3 
2. ” 2” = 2 or) 29 1, 
3 ” ” & 3 9 29 = 
T +t 
dcvinge aol 1 eee 
es 
dann hei8t die Gleichung 
| 2sin 2 — 2 cos %¥ — & 2 — 2 cos 2 — & sin & xd 5 x2 
| 4(1— cosa) + 4xusin x — 1 
( 4 -z (12 —3 a?) sin x — 12 x cos x— 2°] 0 2 x3 
—«?(1 + cos x) =e 
— (1 —cos wx) — (a —sin 2) lag agen 
sin & 1—cos a 6 30 : 


Nun subtrahiere man von der 4. Kolonne das Fiimffache der 3. Kolonne und teile hernach die 
4. Kolonne durch x. Dann ist 


2sin «— «cos 7— & 2— 2cos x — asin x cra (i) 
—4(1—cosx)+ 4usma—z?(1l+ cosx) (4— 2?) sin x —4 x 008 2S 0 22? 

— (1— cos 2) —a#+snz ae ns hes 
sin x 1—cosx oP 0 | 


Zu der mit — 1 multiplizierten ersten Zeile addiere man das Doppelte der vierten Zeile. Die zweite 
Zeile multipliziere man mit 5 und subtrahiere von ihr die mit 2 2? multiplizierte dritte Zeile 
Dann. ist 


| ecosx + x x Sin x —2?+ 12 0 
— 20 (1 — cos a) + 20 asin x 5 (4 — a?) sin a — 20 2 cos id 
—5a27(1+ cos xv) + 2a2?(1—cosx) — > xv + 2 x (vw — sin 2) | ss ° = 
— (1 — cos 2) —ax+ sine —3a 5 
| sin. 2 1 — cos x 6 
Nun kann man die dritte Zeile und die vierte Kolonne weglassen. Dann ist 
xcosx-+ 2 x sin x Spt aD 
290 — 7 x) cos « — 20 + 20 a2 sin x — x S\ ae 
| ( 7 x?) cos a 0 + 20 «sin a 3 ae? 3 — 20 x cos x + (20 — 7 2*) sin x 6 x == 


| sin 2 1 —. cos & 6 
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Nun teile man die erste Zeile durch x und subtrahiere von der zweiten das 20 w-fache der dritten. 
Dann ist nach Multiplikation der dritten Kolonne mit x 


1+ coszx sin x eta ND 
73 
(20 — 7 #2) cos x — 3 22 — 20 (20—7 2%) sinz + =-— 202 Gt 190 28 |=. ©: 
| sin x 1 —ecoszx 62 


Das Glied Aye der Determinante kann durch Null ersetzt werden, da seine zugehorige Neben- 
unterdeterminante Null ist. Subtrahiert man von der zweiten Zeile das (20 — 7 x?)-fache der 
ersten und multipliziert sie nachher noch mit — 1, so ist 


| 1+ cosx snzx —g?+ 12 
| : ce 
; 40 — 4 a? 20t=— =e 0 | = 0. 
| sin x 1— cos 2 6 x | 
Nun fithrt man halbe Winkel ein gemii8 den Formeln 
1 -- cos @ =: 2 - cos? (2/2), 
I — cos « = 2- sin? (2/2), 
sin 2 = 2+ sin (x/2) - cos (x/2) 
und multipliziert die zweite Zeile mit 3, dann erhalt man 
Z x 
2 cos? > 2 sin 7 C8 5 ve? + 12 
12 (10 — 2?) 60 2 — 23 0 = lh 
2 cl 0G aah F 
2 sin 5 cos 3 2 sin 3 6x | 


Nun teile man die letzte Zeile noch durch 2 und die erste und letzte durch cos? (x/2). Wenn man 
die letzte Kolonne noch mit cos? (2/2) multipliziert, lautet die Gleichung 


2 2tg = 12— 2 
2 
) 12 (10 — 27) 602—2x° 0 | ==), 
ype 
tg 3 tg 5) 3 a 


Entwickelt man diese Determinante nach der zweiten Zeile, so erhalt man die Gleichung 


6 x — (12 te 5] = 0. 


1200 x) tg5 + 602 —a2! 


woraus die Gleichung unmittelbar folgt. 
(A. 12): Es ist zu zeigen, daB das kleinste x, welches ein k = 1 ergibt, den zweiten Faktor 
annulliert. 
Der Nachweis erfolgt am einfachsten graphisch. In der Abb. 14 sind graphisch dargestellt 
im Intervall « = 22 bis x = 4a die Funktionen 
£ 60 2 — a? 6 x 
¥=t8o> "= 72 (10— at)’ Y= 12—a? 


ures c= Zoe ist bk 2 1: 
Aus der Abb. 14 wird die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar klar. 


(A. 13): Aus den Gl. (24) mit Gl. (30) und Gl. (38) die Gl. (39) herzuleiten. 


Aus den Randbedingungen 
Vy (0) = v, (0) = 0 
folgt aus Gl. (15) 
@, = —y by. = — 6; 


Aus der Randbedingung 


erhalt man damit 
COS G, T — COS 65 T 


~ 6, Sin 0, T — 6, Sin o, T 


ie 
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Setzt man die Ausdriicke der Gl. (30) ein, so wird daraus 


C7) si Coyote Oteene 


2 sin tT: sin 3 Tt 
SS is ; ce —*d, = tgt:a, + 0 (Nj) 
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Abb. 14. Abb. 15. 
Die Gl. (24) lauten dann, wenn man noch 
are Sol 
OR A tel 
setzt und 
dy, —1 ms (Op + 1 2 ; > 
wie Saag temas ects GION a8, AR N,=—N, 
berucksichtigt, 


3 ae 2 
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1 \ 1 / 
Beriicksichtigt man nur die maBgebenden Glieder der Reihenentwicklung und driickt b, durch 
a, aus, dann lauten die Gleichungen 


4 
C= a, ter- Wy, (1 — cos N, 6), 


: 4 
y=—a,°=-(1 
Yy 1 N, ( 
Berucksichtigt man noch Gl. (38) und multipliziert « und y (% und y sind nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor bestimmt) mit der von ¢ unabhiingigen GréBe 


cos N, ¢). ' 


N, Cos t 


4a, 


> 


so folgt sofort Gl. (39). 


(A. 14): Es ist zu zeigen, daB die Ebene, in der die elastische Linie mit den Gl. (39) hegt, 
gegentiber derjenigen des unverwundenen Stabes um den Winkel t im Gegenuhrzeigersinn ge- 
dreht ist. 
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a ist die Biegesteifigkeit beziiglich der #-Achse und 6 die der y-Achse. Da « < # voraus- 


gesetzt ist (s. Abschn. IT/2), ist die (y z)-Ebene die Ebene der Knicklinie des unverwundenen 
Stabes. Aus der Abb. 15 folgt 


x 
tg C=) — ae 5 
Diese Beziehung folgt aber auch aus Gl. (39). Damit ist die Behauptung bewiesen. 


(Hingegangen am 18. Juni 1955.) | 


Uber die Gesetzmiafigkeit des natiirlichen Zugrundegehens. 
S Von H. S. Béck, Wien. 
Mit 17 Textabbildungen. 


Zusammentassung. Es wird gezeigt, daB entsprechend der Wachstumsfunktion ef auch eine 
solche uber das natiirliche Zugrundegehen organischer Gegenstiinde besteht. Diese Absterbe- 
funktion wird aus der Absterbeordnung der Bevélkerung sowie aus statistischen Unterlagen tiber 
das Zugrundegehen von 19 Mio Stiick Holzschwellen entwickelt. AbschlieBend wird der bei 
technischen Massengegenstiinden aus organischen Stoffen durch die Auslese kurzlebiger Einzel- 
elemente entstehende Einflu8 auf die natiirliche Absterbefunktion ndher untersucht. 


Summary. It is shown that, corresponding to the growth function exp (t), another function 
existe which governs the natural decay of organic objects. This mortality function is derived 
from the mortality rate of the population, as well as from statistical data on the decay of 19 million 
wooden sleepers. Finally, the natural mortality function as influenced by short-lived individuals 
from mass-produced goods made of organic materials is investigated more closely. 


Résumé. I] est démontré qu’a linstar des fonctions de croissance, il existe également des 
fonetions réglementant le dépérissement naturel des objects organiques. Ces fonctions de 
dépérissement sont déterminées sur la base des tables de mortalité de la population et des données 
statistiques recueillies sur la détérioration de 19 millions de traverses de bois. En conclusion, 
est examinée l’influence qui pourrait s’exercer sur les fonctions naturelles de dépérissement, si 
des éléments particuliers d’une vitalité éphémére sont sélectionnés sur le total des articles techniques 
fabriqués en grandes masses de matérial organique. 


Kinleitung. 


Die vorliegende Arbeit soll darlegen, daf entsprechend der Wachstums- oder 
Vermehrungsfunktion auch eine solche iiber das natiirliche Zugrundegehen oder 
Absterben organischer Gegenstande besteht. 

Wahrend die Wachstumsfunktion relativ frith erkannt und mathematisch durch 
den Ausdruck e formuliert worden war, ist dem Verfasser tiber die Definition einer 
Funktion des natiirlichen Zugrundegehens nichts bekanntgeworden. 

Das Problem des natiirlichen Zugrundegehens tritt auf den verschiedensten Ge- 
bieten des menschlichen Lebens auf. Besonders auf dem Gebiete der Technik, die 
immer mehr Gegenstinde aus organischen Stoffen in Beniitzung nimmt, ist das Problem 
des rechtzeitigen Ersatzes untauglich gewordener Hinzelelemente von erheblicher 
Bedeutung. Ursichlich hingt damit die Frage zusammen, welche Vorkehrungen zu 
treffen sind, um die Verwendungsdauer der in Beniitzung zu nehmenden Gegenstinde 
méglichst zu steigern. Diese Frage fihrt u. a. zum Problem der Aussortierung kurz- 
lebiger Einzelelemente, bevor die Gegenstinde in Gebrauch genommen werden. 
Dieser Kingriff in den Ablauf des Zugrundegehens wird ebenfalls untersucht. 


I. Einfiihrung, durchschnittliche Lebensdauer. 


Jede Menge aus Hinzelelementen organischer Herkunft andert im Laufe der Zeit 
durch Hinzutreten neu entstehender und durch Zugrundegehen vorhandener Kinzel- 
elemente ihre GroBe. Die Menge vermehrt oder vermindert sich je nach Uberwiegen 
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von Zuwachs oder Verlust. Beide Formen der Veranderung der Menge unterliegen 
GesetzmiBigkeiten, wobei fiir den Zuwachs diese in der Form des Wachstumsgesetzes 
gefunden wurde. 

Uber die GesetzmiBigkeit des Verlustes einer einmal vorhandenen Menge durch 
Zugrundegehen der Einzelelemente liegen wohl verschiedene Theorien vor, die aber 
keine befriedigenden Ergebnisse zu ziehen gestatten. Auf diese wird im folgenden 
noch niher eingegangen werden. 

Zum Erkennen der GesetzmiaBigkeit des Verlustes, den eine zu einem gewahlten 
Zeitpunkt vorhandene Menge erleidet, sind folgende Bedingungen erforderlich: 

a) Der Zuwachs, den die Menge nach dem gewihlten Zeitpunkt erfahrt, bleibt 
auBer Betracht, 

b) als Ursache des Verlustes, den die Menge durch Zugrundegehen der Kinzel- 
elemente erleidet, wird nur das natiirliche Zugrundegehen angesehen. Zufallige 
Ursachen, wie eine gewaltsame Zerst6rung der Einzel- 
elemente, ein Ausscheiden von solchen, die nicht mehr 
benétigt werden, bzw. von solchen, die durch Abnitzung 
und ahnlichem zugrunde gehen, bleiben unberiicksichtigt. 
Unter einem natiirlichen Zugrundegehen ist z. B. bei 
Gegenstaénden aus Holz das Vermodern oder Verfaulen 
zu verstehen. 

c) Zum gewihlten Zeitpunkt besteht die Menge aus 
Einzelelementen verschiedenen Lebensalters, die sich in 
Teilmengen verschiedener Altersgruppen zusammenfassen 

AGRA lassen. Der Zeitabschnitt, in dem eine Altersgruppe ent- 
Verlauf des Vaerandepenens. standen ist, soll gegeniiber der Zeit des Vorhandenseins 
dieser Teilmenge klein sein. 

d) Die Einzelelemente der Menge sollen ihre Lebenszeit unter gleichen oder ver- 
gleichbaren Bedingungen verbringen. 

Wenn im folgenden von einer Menge gesprochen wird, so sei darunter immer eine 
Menge aus Hinzelelementen méglichst der gleichen Entstehungszeit zu verstehen, 
deren Verschwinden nur durch das natiirliche Zugrundegehen der Einzelelemente 
verursacht wird. Die Beobachtung lehrt, daB die Menge nicht plétzlich, sondern allmah- 
lich verschwindet, also die Kinzelelemente eine unterschiedliche Lebensdauer besitzen. 


Wahrend beim Einzelelement die Lebensdauer eindeutig als Zeitabschnitt zwischen 
dem Zeitpunkt des Entstehens und jenem des Unbrauchbarwerdens durch natiirliches 
Zugrundegehen definiert werden kann, ist eine solche Definition bei der Menge nicht 
so ohneweiters moglich. Hier kann nur von einer ,,durchschnittlichen‘‘ Lebensdauer 
gesprochen werden. Die durchschnittliche Lebensdauer wird zum Beginn des Vor- 
handenseins der Menge am gréBten sein und im allgemeinen mit abnehmender Menge 
mit abnehmen. 


In Abb. | sei nun der zeitliche Verlauf einer Menge M dargestellt, wie er aus ver- 
schiedenen Statistiken tiber das Zugrundegehen zu entnehmen ist. Ausgehend vom 
Zeitpunkt ¢ = 0, an dem die Menge den Wert M, besa, nimmt sie stiindig ab. In 
den meisten Fallen ist die Abnahme am Beginn gering, so da eine waagrechte Gerade 
in der Hohe des Punktes M, als eine Tangente an den Verlauf des Zugrundegehens 
angesehen werden kann. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢, erreicht die Kurve M (t) den Wert 
= a3 Zu einem Zeitpunkt ¢,, hatte die Kurve den starksten Abfall, das hei®t 
also, daB die Tangente im Punkte M,, zugleich die Wendetangente an den Verlauf 
des Zugrundegehens darstellt. Der weitere Teil der Kurve schmiegt sich mit wachsender 
Zeit immer mehr an die Zeitachse an, so daB diese als eine Asymptote anzusehen ist. 
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In den meisten Fallen wird die Zeit zwischen t = 0 und t, als die durchschnittliche 
Lebensdauer der Menge M, bezeichnet, also jene Zeitdauer, in der der Mengenanfangs- 
bestand M, auf die Halfte gesunken ist. Diese Definition hatte allerdings nur dann 
ihre volle Berechtigung, wenn der Verlauf des Zugrundegehens eine zentrisch-symme- 
trische Kurve um den Punkt M, wiire, dieser zugleich der Wendepunkt ,, sei, also ¢, 
und ¢,, zusammenfallen wiirden. 


Die genaue Definition der durchschnittlichen Lebensdauer 4 einer zu einem Zeit- 
punkt ¢ vorhandenen Menge M wiire: 


M foe) 
jt-dM {|M-dt 
ee 0 t 


UM Rie RE es a) 
wobei die Zeit t = ¢ (M) als Funktion der Menge anzusehen ist. Dem Integral im 
Zahler des ersten Bruches der Gl. (1) ist unter Beriicksichtigung der Integrations- 
grenzen das Integral des zweiten Bruches gleichwertig, wobei hier die Menge M = M (t) 
als Funktion der Zeit anzusehen ist. 

Ergianzend sei noch festgehalten, daB die GréBe der oberen Integrationsgrenze des 
zweiten Bruches der Gl. (1) nicht besagt, daB in der Menge Einzelelemente mit der 
Lebensdauer co vorhanden waren, sondern, da8 sie in Ermangelung der Kenntnis 
der GréBe der Lebensdauer des liingstlebigen Einzelelementes mit dem Wert oo ein- 
gesetzt wurde. 


II. Bisherige Berechnungsmethoden des natiirlichen Zugrundegehens. 


Die ersten Versuche im vorigen Jahrhundert!, den in Abb. 2a dargestellten zeit- 
lichen Verlauf einer durch natiirliches Zugrundegehen der Einzelelemente sich ver- 
mindernden Menge M zu erfassen, zielten auf eine trigonometrische Funktion (cos- 
Funktion) als mathematische Formulierung hin. Bestairkt wurde diese Annahme 


dadurch, da der Abfall A = — a 
gonometrischen Funktion (sin-Funktion) verlauft. 


s. Abb. 2b, ahnlich der korrespondierenden tri- 


An Hand des zunehmenden empirischen Materials wurde festgestellt, daB die 
trigonometrische Funktion zu grofe Abweichungen gegentiber dem tatsachlichen 
Verlauf aufwies und so wurde versucht, die Gesetze der Wahrscheinlichkeitstheorie 
heranzuziehen2. Fir den Abfall A, der in erster Annaherung als eine um die 
Abszisse ¢, symmetrische Kurve angesehen wurde, wurde die Fehlerverteilungs- oder 
Glockenkurve von GauB8 verwendet, die ebenfalls einen solchen symmetrischen Verlauf 
aufweist und fiir die Mengenkurve M die Fehlerintegralkurve, die aus der Integration 
der Glockenkurve entsteht. 

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsfunktionen erschien als bestechend, ge- 
statteten sie doch, folgende Definitionen zu geben: 

a) Das Zugrundegehen der Hinzelelemente ist eine Frage der Wahrscheinlichkeit. 

b) Der stiirkste Abfall der Menge M liegt beim halben Wert der Ausgangsmenge 
(HM =, : 2). ; past 

c) Der Zeitpunkt des stairksten Abfalles legt die durchschnittliche Lebensdauer 
der Ausgangsmenge M, fest. 

d) Die Fehlerintegralkurve besitzt zwei Asymptoten, welche beim Beginn der 
Mengenkurve (M,) und bei ihrem Verschwinden in Anniherung zwei waagrechte 


Tangenten liefern. 
1 Plattner: Z. Bauwesen (1860). 


2 Moll: GesetzmaBigkeiten im Abfall impragnierter Maste und Eisenbahnschwellen. Helios 


(1914). 
21a 
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Bei der genauer werdenden Erfassung des Zugrundegehens von Mengen aus Hinzel- 
elementen organischer Herkunft und besonders bei der scharferen Ausscheidung von 
Verlustursachen, die nicht mit einem natiirlichen Zugrundegehen zusammenhingen, 
wurde immer mehr erkannt, da der Verlauf des natiirlichen Zugrundegehens nicht 
der Fehlerintegralkurve entspricht. 

Die Wahrscheinlichkeitsfunktionen definieren durch ihren symmetrischen bzw. 
zentrischsymmetrischen Aufbau einen dhnlichen Verlauf zu Beginn und am Ende 
der Zeit des Vorhandenseins der Menge. Zu Zeiten, die gleich 

weit vor oder nach dem Zeitpunkt des starksten Abfalles zu 
liegen kommen, ware der Abfall der Menge ‘gleich grof. 
Nun deckt sich der empirische Verlauf nicht mit dieser 
Aussage. Zu Beginn fallt die Menge in Wirklichkeit nicht so 
rasch ab wie die Fehlerintegralkurve. Dies erscheint erklarlich, 

da im allgemeinen vor dem Zeitpunkt ¢), dem Beginn der 

<  Betrachtung, im Zeitabschnitt des Entstehens der Menge also, 
2 eine Auslese stattfindet, durch die kurzlebige Einzelelemente 
ie ausgeschieden werden. Dieser Ausleseproze8 wurde, weil er 
zeitlich vor ¢, zu liegen kommt, bisher keiner naheren Unter- 

suchung zugefiihrt, bzw. sein EinfluB rechnerisch nicht erfaBt. 


Am Ende der Betrachtungsperiode fallt die empirisch 
bekannte Bestandskurve rascher ab als die Fehlerintegral- 
4 kurve. 


iss 


Um diesen Tatsachen gerecht zu werden, wurde versucht, 
unter Beibehaltung der Fehlerintegralkurve die Zeitachse 
nicht mehr linear, sondern logarithmisch zu teilen*, bzw. im 
sogenannten Wahrscheinlichkeitsnetz eine parabolische Hilfs- 


NS 


Z 
Cc 
Abb. 2. a) Zeitlicher Ver- 
lauf des Zugrundegehens 
der Menge M. In M4 mit 
der Abszisse t,4 tritt der 
starkste Abfall auf. 
b) Zeitlicher Verlauf des 


Abfalles A = — 
c) Zeitlicher Verlauf des 


Quotient ae 
uotienten Mu: 


funktion einzufiihren, welchen letzteren Weg Vogel‘ be- 
schritt. 

(Das Wabhrscheinlichkeitsnetz ist ein Koordinatensystem, 
in dem sich die Fehlerintegralkurve als eine Gerade darstellt. 
Das Koordinatensystem ergibt sich aus der Projektion der 
Fehlerintegralkurve auf ihre Wendetangente.) 


Wahrend sich der mittlere Teil des empirischen Verlaufes 
mit den von Vogel berechneten Parabeln im Wahrschein- 
lichkeitsnetz hinreichend deckt, weichen die Randgebiete doch 
erheblich voneinander ab, so da’ er im Jahre 1932 zum 
Schlu8 kam, dai die Bestandskurven wohl der Fehlerintegral- 
kurve ahnlich seien, aber ihr nicht gleichkiimen. 


Die naihere Untersuchung der zu Beginn dieses Abschnittes aufgestellten Defini- 


tionen fiihrt zu: 


Ad a. Jeder Verlauf des Zugrundegehens weist bei der empirischen Erfassung 


UnregelmaBigkeiten auf. Werden jene UnregelmaiBigkeiten, die durch ein Ausscheiden 
von Kinzelelementen aus anderen Ursachen als jener des natiirlichen Zugrundegehens 
bedingt sind, dabei auBer Betracht gelassen, so erkliren sich die verbleibenden Un- 
regelmaBigkeiten aus einer Streuung zufolge nicht vdollig gleichgearteter Lebens- 
bedingungen der Kinzelelemente. Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist begriindet, 


3 Gneist: Kin Beitrag zur Bestimmung der Lebensdauer von Holzschwellen. Hisenbahntechn. 
Rundsch. Jg. 1953, H. 2. Koln: Carl Réhrig. 
4 Vogel: GesetzmiBigkeiten beim Ausbau von Hisenbahnschwellen. 


Organ fiir die Fort- 
schritte des Eisenbahnwesens Jg. 1932, H. 4. Berlin: Springer. 
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daB die UnregelmaBigkeiten zu Beginn des Verlaufes des Zugrundegehens und beim 
Verschwinden der Menge stiirker in Erscheinung treten als im Bereich des stirksten 
Abfalles. Diese Tatsache, die das Auffinden einer natiirlichen Absterbefunktion sicher 
erschwert hat, gentigt aber nicht, den gesamten Verlauf als eine Frage der Wahr- 
scheinlichkeit anzusehen. 

Ad b und c. Je genauer die empirischen Erfassungen tiber den Verlauf des Zugrunde- 
gehens wurden, um so eindeutiger war festzustellen, da® der starkste Abfall nicht 
unbedingt beim halben Wert der Ausgangsmenge liegen muB. Damit war die Definition 
der durchschnittlichen Lebensdauer wieder zu einer offenen Frage geworden. 

Ad d. Wenn auch die Eigenschaft der in der Zeitachse liegenden Asymptote der 
Fehlerintegralkurve als geeignet fiir den Verlauf des Zugrundegehens anzusehen ist, 
so stimmt jene, die die andere Asymptote der Fehlerintegralkurve, also beim Beginn 
der Bestandskurve, aufweist, mit der Wirklichkeit nicht iiberein. Die Tangente an 
die Bestandskurve bei M, kann durchaus waagrecht liegen und hat dann, aus der 
Higenschaft der Tangente begriindet, mit dieser den Punkt M, gemeinsam. Die 
Asymptote der Fehlerintegralkurve wiirde um einen endlichen Betrag iiber M, ver- 
laufen. Desgleichen beginnt die Abfallkurve zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Wirklichkeit 
mit dem Wert 0, wihrend die Fehlerverteilungskurve von Gauf8 an der gleichen Stelle 
bereits einen endlichen Wert besitzt. | 

Die Definitionen erweisen sich also bei naherer Betrachtung als nicht hinreichend 
exakt, um die Fehlerintegralkurve als Verlauf des natiirlichen Zugrundegehens ansehen 
za konnen. 

Zusammenfassend ist festgehalten, daB die einzelnen mathematischen Formulie- 
rungen nur Annaherungsmethoden sind und da fallweise kaum noch ein Zusammen- 
hang mit dem Geschehen des natiirlichen Zugrundegehens erkennbar ist, eine Fest- 
stellung, die die meisten der Autoren auch selbst auBerten. 


1. Die Sterbensintensitat ju. 


Bisher wurden nur die in Abb. 2a und 2b dargestellten Kurvenverlaiufe de 
Menge M und des Abfalles A untersucht. Nun sei der Quotient aus beiden A: M, 
der angibt, wie groB der Anteil des jeweiligen Abfalles, bezogen auf die Menge zum 
gleichen Zeitpunkt, betriigt, einer niheren Betrachtung unterzogen. Berger’? bezeich- 
net diesen Quotienten als Sterbensintensitaét oder Sterblichkeitskraft u, und ordnet 
ihm ein monotones Wachstum zu, ohne die Funktion niaher zu definieren. 

Der Quotient wiirde bei der Annahme des Zugrundegehens als trigonometrische, 
hier also cos-Funktion, eine tg-Funktion sein. Schon aus den Eigenschaften dieser 
Funktion mit 0- und oo-Stellen bei endlichen Argumenten ist erkennbar, da die 
Annahme keine natiirliche Grundlage besitzt. 

Bei der Annahme der Wahrscheinlichkeitsfunktionen ergibt sich als Quotient 
eine Funktion, die einen e-Potenz-aihnlichen Verlauf zeigt. 

An Hand empirisch-statistischer Unterlagen soll nun festgestellt werden, ob eine 
Abhiingigkeit der Sterbensintensitit von der Zeit besteht und welche Form diese 
Funktion annimmt. 


Ill. Die Funktion der Sterbensintensitat. 
1. Bei der Bevolkerung. 


Die Sterbensintensitat der Bevolkerung® zeigt bis zur Altersgruppe der Vierzig- 
jahrigen einen unregelmaéBigen Verlauf, der mit der Saiuglingssterblichkeit und der 


5 Berger: Mathematik der Lebensversicherung. Wien: Springer 1939. ; 
6 Qgterreichs Bevélkerung in Bild und Zahl. Osterr, Statistisches Zentralamt, Osterr. Staats- 
druckerei. 1953. (Sterbetafel Tabelle 15.) 
21 a* 
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Wachstumszeit des Einzelmenschen zusammenhangt. Wie die allgemeine Sterbetafel 
1949—51, die von 100000 Menschen der Nulljahrigen ausgeht, zeigt, sind 85111 
Uberlebende zu Beginn des 40. Lebensjahres vorhanden, also immerhin noch 85%. 
Da die fiir die Berechnung der Sterbensintensitat , er- 
forderliche Tangentenrichtung A an die Kurve M nicht be- 
kannt ist, wurde nach Abb. 3 das arithmetische Mittel der 
beiden Sehnenrichtungen zwischen drei bekannten, benach- 
barten Werten herangezogen, also 
Oe eat (=F | “= (2) 
Mi= "9M Pe SR, ee? 

wobei M die Zahl der Uberlebenden zu Beginn des ¢-ten 
Lebensjahres, M, und ¢, die entsprechenden Werte ein Jahr 
vor dem betrachteten ¢-ten Lebensjahr und M, und ¢, die 
gentenrichtung in M analogen Werte ein Jahr danach seien. Es ist also M 1,—-M 
durch die Sehnenrich. die Zahl der Gestorbenen im vorangegangenen Lebensjahr usw. 
tungen. Nun 148t sich zeigen, daB In w;, tiber ¢ in einem Koordi- 
natensystem aufgetragen, praktisch eine Gerade liefert. Bei 
Verwendung der 7 Punkte (149, [W539 usw. bis 449 ergibt sich die Gleichung der 
Regressionsgeraden’, die jene Gerade darstellt, bei der die Summe der Abweichungs- 

quadrate der Punktewerte von den Geradenwerten ein Minimum wird, zu 


Inu; = —m+n-t= — 90... + 0°087... F, (3) 
wobei ein BestimmheitsmaB? B — 0°999 bzw. ein Korrelationskoeffizient ebenfalls 
von r = 0:999 errechnet werden kann. 

Ferner ist nachweisbar, daB bei Einfiihrung eines Zeitintervalles t, dessen Ein- 


heit 1:n = 11°3... Jahre [s. Gl. (3)] betragt, die Sterbensintensitat u, (= u;: 7) 
der Funktion 


Abb. 3. Ersatz der Tan- 


be = e° (4) 
gehorcht, wenn t von jenem Zeitpunkt aus gezahlt wird, an dem die Zahl der Ge- 
storbenen das absolute Maximum erreicht (¢ = 75°5 Jahre). Diese bevorzugte 
Eigenschaft weist allerdings nur die Basis des natiirlichen Logarithmus auf. 

AbschlieBend sei somit festgehalten, daB die Funktion fiir uw, nach Gl. (4) fiir 
den Bereich etwa ab der Vierzigjaihrigen, der jedoch rund 85 % der Uberlebenden umfaBt, 
ihre Berechtigung findet und daB sie den Durchschnitt iiber die Altersklassen der 
gesamten Bevélkerung erfaBt. Dem widerspricht nicht, da auch eine willkiirlich 
herausgegriffene Altersklasse der gleichen Funktion unterliegt. Es erscheint erklarlich, 
daB, wenn eine solche Altersklasse im Laufe ihres Daseins hinsichtlich der Lebens- 
bedingungen schwankende Verhiltnisse vorfindet, dies einen EinfluB auf die Konstan- 
ten der Gl. (3) und damit auch auf die beiden Kriterien fiir die Gl. (4) haben wird. 
Doch sei im Zusammenhang auf Abschnitt I verwiesen, wonach eine der Bedingungen 
fiir das Erkennen der Gesetzmafigkeit des natiirlichen Zugrundegehens verlangt, 
dafs die Menge ihre Lebenszeit unter gleichen oder vergleichbaren Voraussetzungen 
zu verbringen habe. 


2. Bei den Holzschwellen. 


Bei den Holzschwellen umfa8t das vorhandene statistische Material das Zugrunde- 
gehen von 19 Millionen Schwellen der verschiedenen Holzsorten und Trankungsarten. 
Das Material wurde von Vogel‘ und anderen zusammengestellt und von Gneist? 
zu einem einzigen Kurvenverlauf normiert, wobei die Normierung auf den Bezugs- 


’ Linder: Statistische Methoden. Basel: Birkhiiuser. 1951. — Graf-Henning: Statistische 
Methoden bei textilen Untersuchungen. Berlin: Springer-Verlag. 1952. 
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punkt: M,, = 50% der Ausgangsmenge M, ist bei t;, = 50° der Zeitskala vorhanden, 
erfolgte. Der Menge M, entspricht der Zeitpunkt t) = 0. 

Entsprechend der von Gneist beniitzten Kinteilung des Wahrscheinlichkeits- 
netzes fiir die Menge M erhielt er unregelmaBige Zeitabstiinde. Auch hier wurde bei 
der folgenden Untersuchung, wie bei der Sterbetafel der Bevolkerung das erste Drittel 
des Kurvenverlaufes ausgeschlossen, da, wie im Abschnitt VII naher ausgeftihrt, 
vor Verwendung der Holzschwellen eine Auslese der kurzlebigen EKinzelelemente erfolgt 
und diese Auslese den Funktionscharakter der Sterbensintensitiit verwischt. Desgleichen 
wurde der Bereich, in dem die vorhandene Menge schon erheblich klein geworden war, 
bei der Berechnung auBer Betracht gelassen. 

In Ermangelung der Kenntnis der Tangentenrichtung an den Kurvenverlauf 
wurde fiir die Berechnung der Sterbensintensitiit , wie im Abschnitt III, 1 die Sehnen- 
richtungen zwischen bekannten, benachbarten Punkten verwendet, wobei hier aller- 
dings die Zeitabstinde verschieden gro8 waren. Bei Verwendung der 7 Punkte ji 
bis (44) (also zwischen 70 und 10°, des Bestandes) ergibt sich wieder eine Regressions- 
gerade der Form 

nu, = —mt+n-t= — 52... +0°044...¢ (5) 
mit einer Bestimmtheit B= 0:99. 

Wie schon beim Nachweis der GesetzmiBigkeit der Sterbensintensitaét der Be- 

volkerung entwickelt wurde, laBt sich auch hier ein 


fr = e (6) 
anschreiben, wenn die Einheit des neuen ZeitmaBstabes 7 mit 1: n = 22... (in diesem 
Falle Prozente der normierten Zeit) gewahlt und 7 selbst vom Zeitpunkt des 
starksten absoluten Abfalles aus gezahlt wird. Dieser Zeitpunkt ist 

To m+inn 


oe ee 0 (7) 


n 


Diesem Zeitpunkt ¢, entspricht ein Bestand von 54... % der Ausgangsmenge. Vogel? 
fand, daB die Scheitelhdhen der Abfallinien der verschiedenen Holzsorten bei 53% 
der Ausgangsmenge lag, eine schéne Ubereinstimmung, wenn bedacht wird, daB Vogel 
damit gegen die Ansicht opponierte, da der starkste Abfall der Wahrscheinlichkeits- 
kurve der Holzschwellen auch bei 50% der Ausgangsmenge sein miiBte. 

AbschlieBend mége festgehalten sein, daB auch hier die Funktion Gl. (6) im Bereich 
von 70% des Bestandes abwirts verwendet werden kann, wobei die Streuungen der 
u,-Punkte gegeniiber der Regressionsgeraden bei kleineren Bestandsmengen als 10% 
wohl stirker werden, dies aber in der Streuungstheorie seine Begriindung findet. 
Die Werte der kleinen Bestandsmengen sind iibrigens, wie aus der Arbeit von Gneist 
hervorgeht, weitgehend extrapoliert. 


IV. Die natiirliche Absterbefunktion. 


Wie soeben entwickelt, laBt sich also die Sterbensintensitaét bei der Bevélkerung 
als auch bei den Schwellen in der Form der e-Potenz anschreiben. Da nun 


dM 
AW. fae c 
el a I, met 
angesetzt werden kann, ergibt die Integration nach t 
In M = — e* + konst. (8) 


bzw. BA 
= =, (9) 
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wenn als konst. = In M, gewahlt wird, wobei M, selbst die Ausgangsmenge bei 
t= — oo bzw. bei up, = 0 sei. 

Die Gl. (9) sei nun als die ,,natiirliche Absterbefunktion bezeichnet, wobei der 
Index N bei y auf den Begriff ,,natiirlich“’ hinweisen moge. 

Die Einheit von t besagt, daB innerhalb des Zeitabschnittes t = 1 die Sterbens- 
intensitat auf das e-fache angewachsen ist. Sie sei daher mit einer Wachstumsperiode 
bezeichnet. Als normierte Zeit ist sie dimensionslos. 

Der Verlauf der Gl. (9) ist im Anhang tabellarisch und graphisch dargestellt. 


1. Kurvendiskussion. 


Wie der naturmaéBige Vorgang selbst, zeigt die Absterbefunktion einen standig 


fallenden Verlauf. Bei t = — oo ist yy = 1; bei t = 0 yy = 1: € und bei t = + co 
Yn = 9. 
d 
Der Abfall 4 = — mi = e™-e  durchlauft, wie ebenfalls im Anhang dargestellt, 
zwischen den Nullwerten bei t = + co ein Maximum bei t = 0 mit der GrodBe 1: e. 


Der Verlauf des Abfalles ist unsymmetrisch, wie aus der Lage der beiden Wende- 


5 5 2 bs : 
— und aus deren verschiedenen Hohen tiber der Zeitachse hervor- 


geht. 


AbschlieBend sei vermerkt, daf Vogel bei seinen Untersuchungen tiber das 
Zugrundegehen von Holzschwellen die Abweichungen der empirischen Abfallkurve 
von der Fehlerverteilungskurve in der gleichen Weise beschrieb, wie sie die Abfallkurve 
der Absterbefunktion aufweist. 


VY. Entwicklungen aus der Absterbefunktion. 


Im folgenden wird statt der Zeitvariablen t der Buchstabe x verwendet, nur dann, 
wenn eine eindeutige Unterscheidung als zweckmabig erscheint, wird der griechische 
Buchstabe beibehalten. 

Aufer der tblichen Reihenentwicklung fiir yy ist besonders das Integral von 
Interesse : 


x ez 3a 
(ype daled (a8) de=B+wx—e& +555 gogr toes (10) 
0 0 ; 
wobei 
1 1 1 
B=l—s5- +557 -axart . = 0°796 599599 (11) 
ist. 


Bei der Bestimmung des fiir die Ermittlung der durchschnittlichen Lebensdauer 
erforderlichen Integrals ergibt sich, daB 


co 


Ja=| Yq dx = Li (yy) (12) 
v 


wird, wobei Li (yy) der Integrallogarithmus ist. 
Daher gilt 


ert 
(C = 0°577 215665, Eulersche Konstante), bzw. fiir 2 = 0 


co 


0 
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Von Interesse ist auch die Entwicklung des Integrals 


| (1 — YN ) F dx, 

fiir welches einige Ergebnisse aus dem Abschnitt VI herangezogen werden. In Abb. 4 
ist die Absterbefunktion dargestellt. Die geneigte Asymptote des baal der durch- 
schnittlichen Lebensdauer schneidet die 
Zeitachse bei « = — CO. Diese Asym- 
ptote ware zugleich der Verlauf der 
durchschnittlichen Lebensdauer selbst, 
wenn die Menge bis zum Zeitpunkt 
x = — C keinen Verlust durch natiir- 
liches Zugrundegehen erleiden und im 
Zeitpunkt — OC plétzlich verschwinden 
wirde. Dieser rechteckig idealisierte 
Verlauf des Zugrundegehens  besagt Abb. 4. Die natiirliche Absterbefunktion. 
aber zugleich auch, da die Fliche 
unterhalb der Absterbefunktion rechts von x = — C gleich groB ist der Flache ober- 
halb der Absterbefunktion bis zur Ordinate 1 links von « = — C.,Es gilt somit 

a2 ey co 

ne — yx) de =\ yy: de. (15) 
= <9 


Aus dem Ansatz (15) bzw. aus 


0 


| yx da = 0-272 150347 (16) 
laBt sich entwickeln mi 
Seat yg ena: (17) 
bzw. oe 
fa—wy)- le = B+ a—\ yy: dx. (18) 


VI. Die durechschnittliche Lebensdauer. 


Mit der im Abschnitt IV abgeleiteten Absterbefunktion 1aBt sich die durchschnitt- 
liche Lebensdauer oder Lebenserwartung fiir eine zu einem Zeitpunkt x vorhandene 
Menge wie folgt definieren: 


LOS 5 ==. (19) 


—- et 
€ é 


Fiir x = 0, zu dem Zeitpunkt also, an dem die Absterbefunktion den Wert 1: e er- 
reicht, wird 

2 (0) = 0°596 347 35. 
Der Verlauf der durchschnittlichen Lebensdauer des natiirlichen Zugrundegehens 


zeigt folgende Kigenschatten : 

Die Zeitachse ist eine Asymptote, der sich die A-Werte fiir x > 0 nahern. Kine 
weitere Eigenschaft laBt sich durch die Bildung der ersten Ableitung erkennen, welche 
ergibt: : 
A ke) 0 Tes 0? (x). (20) 
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Die Gl. (20) liefert eine bequeme Beziehung der Tangentenrichtung des Lebens- 
dauerverlaufes und regt folgende Uberlegung an: Fiir negativ wachsendes # wird der 
zweite Ausdruck der rechten Seite der Gleichung rasch kleiner, da 4 (zx) nicht so 
rasch zunimmt als e® abnimmt. Diese Grenzwertiiberlegung deutet an, da®B der Verlaut 
der durchschnittlichen Lebensdauer noch eine zweite Asymptote besitzt. 


Diese Asymptote hat die Richtungskonstante 


a a a ey (21) 
ax 


m= lim 
> —- oO 
Sie ist also eine Parallele zur Winkelhalbierenden zwischen der positiven Ordinaten- 
und der negativen Abszissenrichtung. Die Bestimmung des Ordinatenabschnittes a 


der Asymptote fiihrt zu: 


a = lim [A (a) — m- x] = lim [A (x) + 2] = —C. (22) 
Als Ergebnis ist zu verzeichnen, daB 
bA/c/ 


die geneigte Asymptote die Ordinaten- 
achse in der Héhe — C = — 0°577.. 
schneidet. Sie schneidet wegen ihrer 
Neigung auch die Abszissenachse bei 
t= 4G. 

Die Lebensdauerkurve, deren Ver- 
lauf in Abb. 5 dargestellt ist, nimmt 
in jenen Zeitraumen, die noch keine 
merkliche Verminderung der Menge 
durch natiirliches Zugrundegehen der 
EKinzelelemente zeigen (also x <0), 

RS praktisch linear mit wachsender Zeit ab, 

Verlauf der durchschnittlichen Lebensdauer. und zwar zeigt die Abnahme dieselbe 

GréBe wie der Zeitzuwachs betragt. 

Dieses Ergebnis ist beinahe als selbstverstindlich zu bezeichnen. Bei Eintreten eines 

merklichen Verlustes der Menge durch das natiirliche Zugrundegehen niahert sich 

der Lebensdauerverlauf dem 0-Wert, allerdings durch einen ebenfalls als natiirlich 

anzusehenden Ubergang, der so erfolgt, da sich die Kurve mit wachsender Zeit 
mehr und mehr der Zeitachse anschmiegt. 

Mit wachsender Zeit geht die Tangentenrichtung 2’ (x) +0, also wird nach 
Gl. (20 ae 

ca A (a) to <e-?, (23) 


da A’ (x) selbst negativ ist und den Zahler in Gl. (23) verkleinert. Die Ungleichung (23) 
gestattet die Abschétzung der noch zu erwartenden Lebensdauer bei Werten x > 2. 

(Bei x = 2 ist A’ (x) = O'1l und A(x) = 0°120, somit wiirde der Fehler noch 
e —0:120 


FA5G = + 12°5% betragen.) 
Zum Beispiel ist bei x = 3 A(x) <e* = 0:05. Zu diesem Zeitpunkt ist die Menge 
auf den Wert ¢-° = "Go =—2-10-* gesunken. 


VII. Das Ausleseproblem. 
1. Vorbemerkungen, die bevorzugte Teilmenge. 


Bevor technische Massengegenstiinde einer Verwendung zugefiihrt werden, werden 
sie einer Qualitétspritfung unterzogen. Die Priifung wird ungeeignete, minderwertige 
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und kurzlebig erscheinende Einzelelemente ausscheiden. Fiir die weitere Untersuchung 
ist nur jene Form der Auslese von Interesse, die nach der zu erwartenden Lebensdauer 
des Kinzelelementes aussortiert. 

Wie bereits im Abschnitt I ausgefiihrt, besteht die betrachtete Menge aus Kinzel- 
elementen méglichst der gleichen Entstehungszeit. Wird die Menge in Teilmengen 
zerlegt, wobei jede Teilmenge die Einzelelemente der gleichen Lebensdauer zusammen- 
fassen soll, so wird die Aussortierung eine solche Teilmenge mit einer bestimmten 
Lebensdauer besonders treffen. Diese Teilmenge wird also der Aussortierung bevorzugt 
unterliegen, sie sei daher mit ,,bevorzugte Teilmenge bezeichnet. Die bevorzugte 
Teilmenge wird im allgemeinen jene Teilmenge sein, die zum Zeitpunkt der Auslese 
die kiirzeste Lebensdauer aufweist. Die Auslese kénnte aber genau so auch eine Teil- 
menge mit einer gréBeren als der kiirzesten Lebensdauer bevorzugen. 

Die Auslese wird mehr oder weniger rigoros sein. Sie kann die bevorzugte Teilmenge 
vollstandig oder auch nur teilweise ausscheiden. Genau so kann sie die der bevorzugten 
Teilmenge hinsichtlich der Lebensdauer benachbarten Teilmengen nahezu im gleichen 
Umfang wie die bevorzugte Teilmenge selbst oder aber schon in einem erheblich 
kleieren Umfang aussortieren. Die Einzelelemente werden wahrscheinlich um so 
seltener ausgeschieden werden, je entfernter ihre geschitzte Lebensdauer von der 
der bevorzugten Teilmenge sein wird. 

Aus diesen Uberlegungen kann geschlossen werden, daB sich die Auslese nach 
der Wahrscheinlichkeitsfunktion, der Fehlerverteilungskurve, richten wird. 


2. Vorgang der Auslese. 


Die Zerlegung der Menge in gleich groBe Teilmengen, wobei jede Teilmenge die 
Einzelelemente gleicher Lebensdauer zusammenfaft, soll so erfolgen, da zugleich 
eine Ordnung hinsichtlich der Lebensdauer erzielt wird. 


M, ° 


t 


2g 


Abb. 6. Profektion des Mengenverlaufes auf die Abb.7. Darstellung der Menge durch ein 
Ordinate iiber ¢,. Rechteck. 


In Abb. 6 sei der Verlauf des Zugrundegehens aufgezeichnet. Dieser Verlauf kann 
die natiirliche Absterbefunktion sein, wenn es sich um Massengegensténde aus 
organischen Stoffen handelt, etwa aus Holz. Es kann sich aber auch um eine andere 
Funktion oder um einen nur empirisch bekannten Verlauf handeln, wenn das Zu- 
grundegehen nicht der Absterbefunktion, sondern anderen Zeitabhangigkeiten folgt, 
wie etwa eine solche von Massengegenstinden aus Metallen, Hisen, die oxydieren oder 
verrosten. 

In Abb. 6 habe nun die Menge zu einem Zeitpunkt ¢, den Wert M,. Zu einem 
gegeniiber ¢, spateren Zeitpunkt fy ist die Menge auf den Wert M, abgesunken. Wird 


Ingenieur-Archiv IX, 4. 22 
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nun der Punkt M, waagrecht auf die Ordinate iiber ¢, projiziert, so kann festgelegt 
werden, daB die Héhenlage des Punktes M,' iiber der Zeitachse der Lebensdauer jenes 
Einzelelementes zuzuordnen wire, das zum Zeitpunkt t, zugrunde gehen wiirde. 
Durch die so vorgenommene Projektion des Verlaufes des Zugrundegehens auf die 
Ordinate tiber ¢, wird auf dieser eine eindeutige Ordnung der Einzelelemente oder 
Teilmengen hinsichtlich ihrer Lebensdauer hergestellt. 

Um nun zu einer bildhafteren Darstellung zu kommen, sei die Menge in Abb. 7 
als Rechteck aufgezeichnet. Die Teilmenge 4M geht in jenem Zeitabschnitt At zu- 
grunde, der sich an f, anschlie&t. Wird nun das die 
Menge M, symbolisierende Rechteck in waagrechte 
Streifen gleicher Starke eingeteilt, so stellt jeder Streifen 
eine Teilmenge 4M dar, wobei die Teilmengen unter- 
einander gleich grof sind. Die Hohenlage der Streifen 
im Rechteck gebe die jeweilige Lebensdauer der betref- 
fenden Teilmenge wieder. Der an die Zeitachse an- 
schlieBende Streifen enthalt die Teilmenge aus EHinzel- 
elementen der gréBten Lebensdauer, je hoher ein Streifen 
iiber der Zeitachse zu liegen kommt, desto kiirzer ist die 
Lebendauers der ihm zugeordneten Teilmenge. 

In Abb. 8 oben seien vier solche Streifen heraus- 
gezeichnet. Durch eine Auslese waren nun sadmtliche 
Einzelelemente der Teilmenge m,, die also eine Lebens- 
dauer entsprechend der Hohenlage dieses Streifens be- 
sitzen, ausgeschieden worden. Die Auslese hatte aller- 
dings diese bevorzugte Teilmenge allein betroffen. Der 
Zustand nach der Auslese ist in der Abb. 8 unten darge- 
stellt. Durch das Fehlen des Streifens m, schlieBe der 
Streifen m,.., unmittelbar tiber dem Streifen m,_, an. 
Abb. 8. Die Streifenzerlegung Alle Streifen iiber m,.,, sind ebenfalls um eine Streifen- 
der Menge. Durch die Aus-  st¢irke gesunken. Die urspriingliche Menge M, die sich 
lese der Teilmenge m, tritt : ues 
an deren 4uspeamgliohe: Tags. 206 der Summe der Teilmengen zusammensetzte, ist um 
imVerlauf des Zugrundegehens die ausgeschiedene Menge M, (hier entsprechend dem 

eine Unstetigkeit auf. Streifen m,) auf die sortierte Menge /, vermindert worden. 

Der Verlauf des Zugrundegehens zeigt wegen des Fehlens 
des Streifens m; an dessen urspriinglicher Stelle eine Unstetigkeit. Der Verlauf des 
Zugrundegehens der unsortierten Menge ist hier strichliert eingezeichnet. 

Anschaulich kann die Auswirkung der Auslese auf den Verlauf des Zugrundegehens 
des sortierten Bestandes mit folgendem Gedankenmodell tiberlegt werden: Die Teil- 
mengen der unsortierten Menge M seien durch gleich groBe Brettchen dargestellt. 
Jedes Brettchen erhalt auf seiner Schmalseite eine Marke, deren Entfernung von 
der linken Kante der Schmalseite die Gréfe der durchschnittlichen Lebensdauer 
der betreffenden Teilmenge kennzeichnet. Je weiter die Marke nach rechts zu liegen 
kommt, um so gréBer ist die Lebensdauer. Werden die Brettchen, geordnet nach 
der Lebensdauer, tibereinandergelegt, so stellt die Verbindung der einzelnen Marken 
den zeitlichen Verlauf des Zugrundegehens dar. Werden nun eines oder mehrere 
iibereinanderliegende Brettchen entfernt, so gibt die Héhe der verbleibenden Brett- 
chensiule die Gréfe der sortierten Menge M, wieder und die Verbindung der Marken 
deren Verlauf des Zugrundegehens. 

Sollte eine Teilmenge nicht vollstaéndig aussortiert werden, dann wire das zu- 
geordnete Brettchen in der Ebene des gré8ten Querschnittes zu spalten, also dieses 
Brettchen hatte danach nicht mehr dieselbe Stiirke wie alle iibrigen. 
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Dies gilt itibertragen auch fiir die Streifenzerlegung. Zu diesem Zwecke werden 
je zwei Streifen zu einer Teilmenge zusammengefa®t. Es seien die beiden Teilmengen 
(m,; + ™,4,) und (m,_, + m; 1) in Abb. 8 betrachtet. Die erste Teilmenge werde 
zur Halfte ausgeschieden. Es verbleibt ein Streifen My+1, der gegeniiber dem der 
Aussortierung nicht unterlegenen Streifen nur mehr die halbe Starke besitzt. Die 
Linge der einzelnen Streifen ist gleichgeblieben. 

In den folgenden Berechnungen tritt der Fall ein, daB sich eine nicht vollstandig 
aussortierte Teilmenge bei der Streifenzerlegung als ein Streifen ergibt, der wohl 
dieselbe Starke wie alle anderen Streifen besitzt, aber nicht mehr dieselbe Lange. 
Dieser Fall ist dann so zu behandeln, daR der gleichstarke, aber kiirzere Streifen 
in einen flichengleichen Streifen zu verwandeln ist, der nunmehr dieselbe Linge 
wie alle Streifen erhilt, aber dafiir schmaler geworden ist. 


3. Mathematischer Ansatz fiir die Auslese, Intensitat 7. 


Wie im Abschnitt VII, 2 besprochen, wird die zu einem beliebigen Zeitpunkt vor 
der Auslese vorhandene, noch unverminderte Menge M durch ein Rechteck dargestellt. 
In der Hohe &,, das ist in der Héhe des Punktes P von der Zeitachse, befiinde sich 
die der Auslese am stirksten unterliegende be- 
vorzugte Teilmenge. Der Punkt P (s. Abb. 9) wird 
nun als Ursprung eines Koordinatensystems ge- 
wahlt, dessen positive x-Richtung nach oben und 
dessen y-Richtung nach links zihle. Damit erhalt 
das die Menge darstellende Rechteck die Abmes- 
sungen m und (2, — x,), wenn unter x, und 2, 
jene Abszissenabschnitte verstanden werden, die 
mit der Begrenzung des Rechteckes zusammen- 
fallen. Der Wert von 2, ist dabei negativ. Die Zer- 
legung in waagrechte Streifen fiihrt zur Teilmenge 


dM —m- dx, (24) 


wobei die Streifen wegen der konstanten Grobe 
von dx untereinander gleich sind. Abb. 9. Die Auslese in der Rechteck- 
darstellung der Menge. Es verbleibt 
nach der Auslese die stark umrandete 


dM —dM,+4dM,, (25) Flache, 


Durch die Auslese zerfallt dM in zwei Teile 


wenn unter dM, = m,:dx der durch die Sortierung ,,ausgeschiedene“ Anteil und 
unter dM, = m,- dx der verbleibende ,,sortierte“‘ Anteil verstanden wird. Die bevor- 
zugte Teilmenge hat den gro8ten Anteil an ausgeschiedenen Kinzelelementen m, ° da. 

Der Anteil an ausgeschiedenen Einzelelementen wird sich zu beiden Seiten der 
bevorzugten Teilmenge, also in Richtung nach Teilmengen langerer und Teilmengen 
mit kiirzerer Lebensdauer vermindern. Die Verminderung 1a8t sich nach dem Wahr- 
scheinlichkeitsgesetz darstellen: 


— 2. 42 : A. on Oe ¢ 
ts eG ee — 9 ee (26) 


wenn unter 7 = m,,:m die ,,Intensitat’’ der Auslese der bevorzugten ‘Teilmenge 
verstanden wird. 7 = 1 besagt dann, daf die bevorzugte Teilmenge vollstaindig aus- 
sortiert wurde. AuBer durch 7 wird die Higenheit der Aussortierung noch durch 
eine weitere GroéBe bestimmt, welche die Konzentration beriicksichtigt. Diese Kon- 
zentrationsgréBe ist in der Gl. (26) durch 6 symbolisiert. Im folgenden ergibt sich, 
da der Einflu8 der Konzentration anders zu definieren ist, so daf fiir die weitere 
Berechnung ) = 1 gesetzt wird. 


22* 
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4. Die GréBe der Aussortierung, Streuwert o. 


Der ausgeschiedene Anteil der gesamten Menge ist 


Le 


M,=|dM,=|m,- da =\m-i-e~®- dex. (27) 
- : xy 
Nun wird das Fehlerintegral haufig® in der Form 
@ (x) = <= fe da 
\) a6 d 


tabelliert. Um die Tabellenwerte beniitzen zu kénnen, muB das Integral in Gl. (27) 
in zwei Teilintegrale aufgespaltet werden. 


= 0 Xe I 
pee heey es Tg lee de + —a\e-*de a2 dei Us [O(— 2,) + O(x»)]. (28) 
2 Vx Vx . 
cay 0 
Da nun anderseits 
iM = \dM = |m dx = ™M (X_ — 2) (29) 
ist, wird i 
Vi @ (a) — ® (4) 


2 Ly — Ly 


M,=M-i- 


(30) 


Die Gré8e der Aussortierung wird im allgemeinen mit p% der unsortierten Menge an- 
gegeben: 


af See 
M = 00° U: (31) 
Aus den Gl. (30) und (31) wird also die Beziehung erhalten: 
p___—. Vn G (a) — O(a) 
L0G = OP a Gea? 4. ee (32) 


wenn mit 


Vx @ (xg) — ® (2) 
at Lg — Hy 


o (33) 


bezeichnet. wird. 2 

Zur Beurteilung des Wertes o sei folgende Uberlegung angestellt: Wie aus Abb. 9 
ersichtlich, ist x, negativ, daher auch @ (Pies ve ay ist die Hédhe des die Menge 
dle @ (x) baw. ne @® (x,) sind im Rechteck die 
beiden Flachen innerhalb der Fehlerverteilungskurve, die oberhalb bzw. unterhalb 
des Ursprunges P liegen. o ist daher der Quotient: Flache innerhalb der Fehler- 
verteilungskurve, geteilt durch die Rechteckshéhe oder mit anderen Worten, die Seite 
eines der Fehlerverteilungsflichen flachengleichen Rechteckes mit deren Basislinge. 


symbolisierenden Rechteckes. 


Zur Beurteilung der EHigenschaften von o sei festgehalten, daB 


a) bei einem konstanten Prozentsatz p der ausgeschiedenen Menge mit wachsender 
Intensitaét ¢ der Auslese sich die ausgeschiedene Menge mehr und mehr um die be- 
vorzugte Teilmenge konzentrieren wird, also eine kleinere Streuung zeigt; in Gl. (32) 
wird dabei o kleiner; 


b) bei gleicher Intensitat der Auslese die ausgeschiedene Menge mit kleiner werden- 
dem Prozentsatz der Auslese sich ebenfalls mehr und mehr um die bevorzugte Teil- 


’ Jahnke-Emde; Funktionentafeln. Leipzig: Teubner. 1938. 


¢° 
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menge konzentrieren wird, also ebenfalls eine kleinere Streuung zeigt; in Gl. (32) 
wird dabei o auch kleiner 
und umgekehrt. 

Die GréBe o variiert daher in iihnlicher Weise wie die Streuung, somit sei sie mit 
,,Streuwert der Auslese“ bezeichnet. 

Der gréBte Streuwert der Auslese wird dann vorliegen, wenn jede Teilmenge um 
den gleichen Betrag durch die Aussortierung vermindert, also keine Teilmenge gegen- 
iiber einer anderen bevorzugt wird, das hei®t o — 1. 

Der kleinste Streuwert liegt vor, wenn die bevorzugte Teilmenge zugleich die 
einzige Teilmenge ist, die ausgeschieden wird. In diesem Falle geht der Flichen- 
inhalt innerhalb der Fehlerverteilungskurve gegen Null, ohne daB der Nenner der 
Gl. (33) verschwinden mu, das heiBt o > 0. 

Zusammenfassend sei also festgehalten, da der Streuwert der Auslese zwischen 
den Werten 0 (keine Streuung) und 1 (gré8te Streuung) schwanken kann. 

Durch die Festlegung der Grenzen des Streuwertes lassen sich auch die Grenzen 
der Intensitat der Auslese der bevorzugten Teilmenge 7 definieren. 


p t 
jo > o die 


den groBten Streuwert o = 1 aufweisen soll, die Intensitait der Auslese minimal 


Aus der Gl. (32) ist entnehmbar, daB bei einer endlichen Auslese 


tig roy wird. Dieser minimalen Intensitiét der Auslese unterliegt nicht bloB die 


bevorzugte Teilmenge allein, sondern auch simtliche iibrigen. Sie wird nur dann 


Be 
100 
Wahrend 7 = 1 besagt, daB die bevorzugte Teilmenge, allerdings nur diese allein, 


volistandig ausgeschieden wird, besagt 1 > 1, daB auBer der bevorzugten Teilmenge 
auch weitere, ihr benachbarte Teilmengen vollstandig aussortiert werden. Auf weitere 
Folgerungen bei 7 > 1 wird im Abschnitt VII, 7 eingegangen werden. 

In den meisten Fallen wird die Auslese die Teilmenge mit der ktirzesten Lebens- 
dauer am starksten treffen. Dann gilt x, = @®(x,) =0 und wird 


gleich 0, wenn ->0 geht, also tiberhaupt keine Aussortierung erfolgt. 


ec Leta (34) 


Desgleichen wird in der Praxis die Teilmenge mit der grdften Lebensdauer durch 
die Auslese keine Verminderung erleiden, dann ist ®(a#,) = 1 und 
Va pet 
2 wy 
(Anmerkung: bei 2, = 2°5 ist 1 > ®(x,) = 0°99959). 

Die letzte Gl. (35) mége zugleich zur Abschaitzung von x,, der Hohenlage der 


(35) 


— 


bevorzugten Teilmenge herangezogen werden. Nach der Gleichung <n —%-o wird 


eine Auslese von 10% bei einer Intensitét von 7 = 1 (Aussortierung der bevorzugten 
Teilmenge) einen Streuwert von o = 0°1 besitzen. Nach der Gl. (35) wird dann 


obs |x = 9. 


5. Die GréBe der sortierten Menge, Auslesefunktion. 
Aus Gl. (25) ergibt sich die sortierte Teilmenge dM, = dM — dM, oder m,: da = 
—m-dx —m,:-dx baw. mit Gl. (26) 
m,- dx =m: (1—i:e-®): da. (36) 
Durch Integration der Gl. (36) wiirde nun die GroBe der sortierten Menge ermittelt 
werden kénnen, wenn als Integrationsgrenzen %,. und 2, eingesetzt wiirden. Nun 
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interessiert nicht allein die gesamte Grd8e der sortierten Menge, die tbrigens 


(1 = ba) - M sein miiBte, sondern das Absinken der einzelnen Teilmengenstreifen, 


wie im Abschnitt VII, 2 entwickelt wurde. Da jedem Teilmengenstreifen eine be- 
stimmte Lebensdauer zugeordnet ist, wird durch die neue tiefere Lage des jeweiligen 
Streifens, bedingt durch die Aussortierung, zugleich auch der Verlauf des Zugrunde- 
gehens der sortierten Menge definiert. Um das Absinken der Teilmengenstreifen zu 
erkennen, erstrecke sich die Integration der Gl. (36) von der Zeitachse mit dem Grenz- 
wert 2, zu einem Abszissenwert 2. Somit wird ein Bruchteil der sortierten Menge 


M,.=|m,-de =|m (lL i+e7*\db = mle 2) — meee, (37) 


wenn die im Abschnitt VII, 4 verwendete Umformung vorgenommen wird. Der erste 
Ausdruck in Gl. (37) stellt den Bruchteil der unverminderten Menge M zwischen den 
Grenzen x und 2, dar, der zweite Aus- 
druck den korrespondierenden Bruchteil der 
Aussortierung. 

Fiir die weitere Uberlegung wurde jene 
Teilmenge, die bei dem Bruchteil der un- 
verminderten Menge zu oberst zu liegen 
kam, also fiir diesen Bruchteil die kiirzeste 
Lebensdauer besitzt, als jeweils oberste 
Teilmenge bezeichnet. Die jeweils oberste 
Teilmenge hat vor der Auslese die Héhen- 
lage (a — x,) eingenommen. Nach der Aus- 
lese ist ihre Hohenlage um 


1 [o (x) — © (2,)| 


Abb. 10. Die Auslesefunktion. 


abgesunken. 
Um die Lagenverinderung der Teilmengen besser iiberblicken zu kénnen, werde 
folgende Koordinatentransformation vorgenommen: 


die Héhenlage der jeweils obersten Teilmenge vor der Auslese sei € = x — a, 


die Héhenlage der obersten Teilmenge der unverminderten 


1 
die Héhenlage der bevorzugten Teilmenge vor der Auslese sei £, = — 24, | 
Menge sei €, = #2 — 2), | 


die Hohenlage der jeweils obersten Teilmenge nach der Auslese sei 4, = —“—. 
Das so gewonnene &-7-System hat nach seiner Definition den Ursprung in der Zeit- 


achse. Uber die Richtung der einzelnen Achsen werde spater entschieden. Mit den 
neuen Unbekannten ergibt sich die Gl. (37) zu 


n=§—i+2 [oe — 6) FOG), (39) 


die als ,,Auslesefunktion*’ bezeichnet werden mége. Sie ist in Abb. 10 dargestellt. 
Der an der Stelle € = & vorhandene ausgezeichnete Kurvenpunkt Q hat die 
Ordinate 


to = Ev en OlSah (40) 


ca 
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Um den Punkt @ verliuft die Auslesefunktion zentrischsymmetrisch, so da sie dort 
eine _Wendetangente besitzt. Diese Wendetangente hat die Richtungskonstante 
1 — 2. Der Ursprung ist ebenfalls ein Kurvenpunkt. Die Auslesefunktion hat ferner 


. Miah’ é / 
zwei Asymptoten, die die Ordinate iiber £, in der Entfernung ¢g = + i von Q 
schneiden und die parallel zur Winkelhalbierenden der positiven Achsenrichtungen 
liegen. 

Um die Auslesefunktion aus den Daten der Aussortierung konstruieren zu kénnen, 
werde zuerst der Streuwert o mit Hilfe der Transformationsgleichungen (38) durch 
die ¢-Werte ausgedriickt: 

Vx. D (ag) — @ (2) Vx . ® (& — &) + ® (£) 


tails itesanr's ar E, : (41) 


Die Hoéhenlage der bevorzugten Teilmenge &) kann als Bruchteil der Héhenlage 
der obersten Teilmenge der unverminderten Menge £, angesehen werden, also ist 


& ies eat (42) 


Damit wird 
|x , Plé,(1—a)] + O(a) 


2 SA 


— (43) 
Aus der Gl. (43) ist nun & zu bestimmen. Aus dem errechneten £, lit sich mit Hilfe 
der Gl. (42) €) ermitteln, damit ist dann die Konstante der Gl. (39) bekannt. Aus 
der Gl. (40) kann der Wert 7) bestimmt werden, der die Ordinate des Punktes Q 
darstellt. 

In den meisten Fallen ist die oberste Teilmenge der unverminderten Menge, also 
jene mit der kiirzesten Lebensdauer, zugleich die bevorzugte Teilmenge. Dies bedeutet 
a= 1. Desgleichen wird die Teilmenge mit der gro8ten Lebensdauer keine Ver- 
minderung durch die Auslese erleiden. Dies bedeutet ® (a+ é,) = 1. Damit verein- 
facht sich die Gl. (43) zu 


Va O@°&)- Va 4 
oie eg St gts 44 
2 &, 2 E, ( ) 
Daraus wird 
a i Vx 1 
2 ase Os ae o 


bzw. 


Wird nun zur Bestimmung der Lage der oberen Asymptoten zu 7, deren Entfernung ¢ 
von @ gezihlt, so wird 

No + Y = So: 
das heiBt, die obere Asymptote fallt mit der Winkelhalbierenden der positiven Achsen- 
richtungen zusammen, 


6. Zusammenhang zwischen dem Verlauf des Zugrundegehens und der 
Auslesefunktion. 


In Abb. il seien links der Verlauf des Zugrundegehens und rechts die Auslese- 
funktion dargestellt, wobei @ (a: &) = 1 sem médge. Der Punkt P des Mengenver- 
laufes charakterisiert die Lage der bevorzugten Teilmenge. Eine waagrechte 
Projektionslinie durch P mit der Winkelhalbierenden in der rechten Abbildung zum 
Schnitt gebracht, liefert, vom Schnittpunkt vertikal projiziert, die Lage des Punktes Q 
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und den Abschnitt &. Diesem & entspricht nach der Auslese eine Héhenlage der 
bevorzugten Teilmenge 7, die zugleich die Ordinate des Punktes Q darstellt. Wird 
somit Punkt Q von der rechten Abbildung waagrecht in die linke projiziert und mit 
der Lotrechten durch P zum Schnitt gebracht, so liefert der neue Schnittpunkt bereits 


60 
Abb. 11. Einflu8 der Auslese auf den Mengenverlauf. 


einen Kurvenpunkt des Verlaufes der sortierten Menge. Auf diese Art laBt sich zu 
jedem Punkt des Verlaufes des Zugrundegehens der unsortierten Menge ein aqui- 
valenter Punkt des Verlaufes der sortierten Menge konstruieren. Die zum Zeitpunkt ¢ 
vorhandene unsortierte Menge M ist um M, auf M, gesunken. 

Die konstruktive Ermittlung des zeitlichen Verlaufes des Zugrundegehens einer 
sortierten Menge aus dem Zugrundegehen der unsortierten Menge mit Hilfe der Aus- 
lesefunktion zeigt anschaulich den EinfluB der Aussortierung und besonders die Ver- 
zogerung des Zugrundegehens in der Hohe der bevorzugten Teilmenge. 

AbschlieBend moége festgehalten werden, daB die OrdinatenmaBstabe der beiden 
Systeme in Abb. 11 nicht identisch, sondern nur proportional sein kénnen. 


7. Varianten der Auslesefunktion. 


Die Form der Auslesefunktion wird durch die GréBen 7 (Intensitat der Auslese 
der bevorzugten Teilmenge) und &, (= — 2,, Héhenlage der bevorzugten Teilmenge) 
beeinfluBt. Wahrend &, in erster Linie die 
Hohenlage des Punktes Q mitbestimmt, wirkt 
sich die GrdBe der Intensitiit besonders auf 
den Neigungswinkel der Wendetangente im 
Punkt Q@ aus. Ks gilt 


neg =1—i. (45) 
Wachst die Intensitat vom Kleinstwert 7,,;,, = a 


gegen 7= 1, dann dreht sich die Wendetangente 

um @ aus einer den Asymptoten ungefihr paral- 
Abb. 12. Auslesefunktion mit der Inten- lelen Lage in die horizontale. 

sitait 7 > 1. Ist ¢ > 1, dann besitzt die Wendetangente 

im Punkte @ eine negative Richtungskonstante, 

wie in Abb. 12 dargestellt ist. Eine Waagrechte durch Q schneidet dann die 

Auslesefunktion in drei Punkten oder mit anderen Worten, es tritt ein und der- 

selbe 7-Wert bei drei verschiedenen &-Werten auf. Wahrend += 1 besagt, daB die 

bevorzugte Teilmenge vollstiindig aussortiert wurde; wiihrend die ihr benachbarten 
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Teilmengen emer geringeren Auslese unterworfen waren, gibt. i > 1 an, daB nicht 
die bevorzugte Teilmenge allein, sondern noch weitere vollstandig aussortiert werden. 

Formal wiirde die Ungleichung i > 1 bedeuten, da von den Teilmengen mehr 
als wirklich vorhanden ausgeschieden wird. In solchen Fallen folgt die Auslesefunktion 
nicht vollstindig dem Bildungsgesetz Gl. (39), sondern ist der Kurvenverlauf zwischen 
den beiden auBeren Schnittpunkten Q, und @, der Abb. 12 durch die waagrechte 
Strecke Q,Q.,, die dann auch durch @ geht, zu ersetzen. 

Liegt also der Fall vor, daf& die Intensitat der Auslese den Wert 1 tiberschreitet, 
dann ist die Auslesefunktion mit i, > 1 (theoretische Intensitat) zu berechnen und 
mit einer Waagrechten durch Q, entsprechend i, = 1 (praktische Intensitét) zum 
Schnitt zu bringen. Innerhalb der Verbindungsgeraden der beiden auBeren Schnitt- 
punkte verlauft dann die Auslesefunktion als waagrechte Strecke. 

Kin weiterer Sonderfall der Auslesefunktion liegt dann vor, wenn die Auslese den 
groBten Streuwert o = 1 besitzt, also alle Teilmengen gleichméSig um ver- 
mindert werden. . 

Die Auslesefunktion lautet dann mit den Definitionen (38) 


n=E—i-€=E(1—9). (46) 


Sie ist zu einer Geraden durch den Ursprung mit der Richtungskonstanten 1 — i 
entartet. 


’min 


8. Der HinfluB der Auslese auf den Verlauf des Zugrundegehens. 


Wahrend im Abschnitt VII, 5 eine Berechnung der Auslesefunktion vorgenommen 
wurde, die dann nach Abschnitt VII, 6 eine graphische Ermittlung des zeitlichen 
Verlaufes der sortierten Menge gestattet, soll in diesem Abschnitt der rechnerische 
Zusammenhang entwickelt werden. 

Eine unsortierte Menge y,, liefert zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢t,, an dem die Auslese 
stattfinden soll, die sortierte Menge y, mit dem Wert 


ge ‘ 
Ysa = Yura’ (1— 565) (47) 
Der Zusammenhang zwischen den Mengenwerten y, und y, und den Veranderlichen 
der Auslesefunktion ist direkt proportional, und zwar gilt: 
Ce ee ON. oe Oa, (48) 
Dem &, entspricht ein y,,9, das die Lage der bevorzugten Teilmenge kennzeichnet. 
Mit Gl. (39) ergibt sich 


6 ali eer aes ae clay rear 1 


= y, — 2+ fe (yu — yuo) + P(e Yard}: (49) 
Die Gl. (49) gibt nun den zeitlichen Verlauf des Zugrundegehens der sortierten 
Menge y, an, die zum Zeitpunkte t = ft, durch die Aussortierung der unsortierten 
Menge y,,, bei Verminderung um p: 100 entstanden war. 
Fir ¢ =f, gilt: 
2 / : ; p 
Ys,2 = Yu.2_ — {® le (Yue ip’ Yuo)] TR @ (c Yuo)} = sh (1 a? a (50) 
Daraus laBt sich die Beziehung ableiten: 


iVa 1 ee : 
aa SaeTES : Vu, {@ [c (Yue Yu.o) +@ (¢ Yu,o)}: (51) 
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Die Gl. (51) ist die Bestimmungsgleichung fiir den Proportionalitatsfaktor c. 


(oot. owl eel sa eee (52) 
100 ° 4u,2 


Der Proportionalititsfaktor c laBt sich aus der Gl. (51) explizit nicht ermitteln, daher 
wurde die Form der Gl. (52) gewahlt. In dieser Gleichung ist rechts ei angenommener 
c-Wert,. z. B. ¢; = leinzusetzen. Die Rechnung liefert einen Wert c.. Nunmehr ist c, 
im rechten Teil der Gleichung einzusetzen, der zu einem c, fiihrt. Nach einigen Wieder- 
holungen ist dann der Proportionalitaétsfaktor hinreichend genau bestimmt. 

Fiir den Fall, daB a) yy,9 = Yu,2 ist, also die Lage der bevorzugten Teilmenge 
sich mit jener in der unsortierten Menge mit der ktirzesten Lebensdauer vorhandenen 
deckt und 

b) ¢: Yy,o > 1 und so groB ist, daB ® (c- y,,9) = 1 ist, also die Teilmenge mit 
der gro8ten Lebensdauer keine Reduktion durch die Aussortierung erleidet, ergibt 
sich aus Gl. (52) ¢ 


ae 


Wea Va 
2 


gs +, (53) 
P T° Yy2 

100 | Yu,2 

Fiir diesen, in der Praxis meistens vorhandenen Fall gilt dann nach Gl. (49) 


a(t ee ! i) (54) 


POR Yu,2 


P 
Ys = Yu vy ‘100 — Yu,2 


Wird die erste Ableitung der Gl. (49) nach der Zeit vorgenommen, so erhalt man an 
der Stelle der bevorzugten Teilmenge, bei der also y, = y,,) wird, 


Ys = Yu * (1 — 4). (55) 
Wird jetzt die bevorzugte Teilmenge vollstindig aussortiert, also 7 = 1, dann wird 


an dieser Stelle y,’ = 0, der Abfall A, s. Abschnitt II, wird also auch gleich Null 
und die sortierte Menge erhalt dort eine waagrechte Wendetangente. 


Vill. AbschlieBende Betrachtungen. 


In Abb. 13 ist der Fall dargestellt, da eine Auslese die kurzlebigen Einzelelemente 
vollstandig ausgeschieden habe. Die vollstindige Aussortierung besagt, da im 
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Gr 


> 


é 
Abb. 13. Einflu8 der Auslese auf den Mengenverlauf ote ere dib 


Punkte P, der Verlauf der sortierten Menge eine horizontale Tangente besitzt, unab- 
hingig davon, welche Neigung die Tangente im Punkte P des Verlaufes der unsortierten 
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Menge hat. Durch die horizontale Lage der Tangente in P, ist zum Ausdruck gebracht, 
da die Abfallkurve, also die erste Ableitung, zum gleichen Zeitpunkt den Wert 0 
annimmt. 

Wird tiberlegt, daB durch das natiirliche Zugrundegehen vor der Auslese und durch 
die Auslese selbst die Ordinate von P, unter Umstiinden die GréBe des doppelten 
Wertes bei t = 0 (theoretisch e1) annehmen kann, so erklirt dieses die friiheren An- 
nahmen, da® der stirkste Abfall der betrachteten Menge, als diese wurde nur die 
sortierte Menge angesehen, beim halben Wert der Ausgangsmenge zu liegen kime. 
So diirfte es gekommen sein, daf die, die gleiche Eigenschaft zeigende Fehlerintegral- 
kurve als Verlauf des Zugrundegehens angenommen wurde. 

Die Abweichungen des empirischen Verlaufes des Zugrundegehens von Holz- 
schwellen gegeniiber dem Wahrscheinlichkeitsgesetz hatte Vogelt im Jahre 1932 wie 
folgt angegeben: 

a) Die gesetzmaBige Ausbaulinie von Hisenbahnschwellen kommt der integrierten 
GauBschen Wahrscheinlichkeitslinie nicht y 
gleich, sondern ist ihr nur ahnlich (unter der 7 
Ausbaulinie AL ist die Funktion y, ,— y, a4 789.109 
zu verstehen). 

b) Die Wendetangente der Ausbaulinie, 
also der Zeitpunkt des stirksten Abfalles, 
liegt nicht bei der Hialfte der Ausgangs- 
menge, sondern bei etwa 53%. 

c) Die Abfallinie (entsprechend dAL: dr) 
beginnt bei dem Wert 0 und weicht von der 
Fehlerverteilungslinie nach gewissen Merk- 


7.70 * 


malen ab. 710% £22.10" ¢ 

Diese Merkmale fiihren in den von Vogel Q 40 4037 37 32 
untersuchten Gebieten eindeutig zum Ver- Abb. 14. Die natiirliche Absterbefunktion 
lauf y,’. bei t = 3. 


Bei der Entwicklung der durchschnitt- 
lichen Lebensdauer im Abschnitt VI konnte aus der Tatsache, dai die Zeitachse 
eine Asymptote der Absterbefunktion als auch der Lebensdauerfunktion ist bzw. 
daB nach der Ungleichung (23) die durchschnittliche Lebensdauer wohl kleiner als 
é-* ist aber in einem endlichen Zeitpunkt nicht gegen 0 geht, der Schlu8 gezogen 
werden, da8 es Einzelelemente mit einer unendlich grofen Lebensdauer geben 
miiBte, also die Absterbefunktion ebenfalls nur eine Annaherung ware. 

Zur Untersuchung, ob es Einzelelemente mit einer unendlich groBen Lebensdauer 
geben kénnte, sei in Abb. 14. der Verlauf der Absterbetunktion yy bei t = 3 dar- 
gestellt. Aus der Ordinatenbezifferung ist ersichtlich, dali die Menge bereits aut 
einen Betrag in der GroBenordnung von 10~* abgesunken ist. Dies besagt mit anderen 
Worten, hatte die urspriingliche Menge aus 10° Kinzelelementen bestanden, dann 
wiirde das langstlebige Einzelelement in der Zeit zwischen t = 3:0 und t = 3:1 etwa 
bei 7 = 3°031 zugrunde gehen. 

Die Gleichung der durchschnittlichen Lebensdauer (19) wirde in diesem Falle 
nur mehr besagen, da der Quotient: Flache innerhalb der Abszissenabschnitte 
t = 3:031 und t = oo, nach oben durch die Absterbefunktion begrenzt, geteilt durch 
die Ordinate von t = 3°031, also 1- 10-°, einen Wert etwa e- = 0°05 liefern wiirde. 
Der Wert wiirde sich auf die Lebensdauer eines Bruchteiles eines Einzelelementes 
beziehen, also physikalisch gesehen keinen Sinn haben. Er wiirde nur dann wieder 
eine durchschnittliche Lebensdauer bedeuten, wenn die urspriingliche Zahl der Hinzel- 
elemente ein Mehrfaches, z. B. ein n-faches von 10° gewesen wiire. In diesem Falle 
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hatten die bis zum Zeitpunkt t — 3°031 verbliebenen n langstlebigen Einzelelemente 
noch eine durchschnittliche Lebensdauer von zirka 0°05 aufzuweisen. 


Die Absterbefunktion. 


Die Funktion lautet yy = e— e*. Sie ist standig fallend mit wachsendem t. Fur t = — oo 
wird Yn = 1; fur t = + oo wird yy = 0. Die Einheit des ZeitmaBstabes t 
Wachstumsperiode“. ‘In einer Wachstumsperiode vermehrt sich die Sterbensintensitaét w_ aut 


das e-fache. 


WN 


+—t=— ZT 


“4 =3 52 aa a ii 2 


YN 


rs Yn Tt | YN 
— 35 0°9703 —15 0°8000 
3°4 0°9672 1°4 0°7815 
3°3 0°9638 1°3 0°7615 
32 0°9601 1°2 0°7399 
371 0°9559 A 0°7168 
— 30 0°9514 —10 0°6922 
2°9 0°9465 0°9 0°6659 
2°8 0°9410 0°8 0°6381 
27 0°9350 O7 0°6086 
2°6 0°9284 0°6 0°5776 
— 2°5 0°9212 — 0°5 0°5452 
2°4 0°9133 0-4 0°5116 
2°3 0°9046 03 0°4767 
2°2 0°8951 0°2 0°4410 
21 0°8847 Oz 0°4046 
— 2°0 0°8734 0-0 0°3679 
1-9 0°8611 
18 0°8476 O01 0°3312 
ea 0°8330 0°2 0°2948 
16 0°8172 03 0°2593 
04 0°2250 
0°5 071923 


Bei t = 4 wird yy = 2°15- 10-*4. Um mit den vorigen Uberlegungen zu operieren, 
miuBten also hier etwa 10%4 Kinzelelemente vorhanden gewesen sein, damit eines von 
diesen beim Zeitpunkt + = 4 noch existieren wiirde. Ferner ist noch zu tiberlegen, 
daB die Kinzelelemente in einem Zeitabschnitt entstanden sein sollen, der gegeniiber 


1 ist gleich ,,eine 


0°1617 
0°1335 
0°1080 
0°0855 
0°0660 


0°0496 
0°0362 
0°0255 
0°0173 
0°0113 


* 0°00706 


0°00419 
0°00236 
0°00125 
0°00062 


0°000284 
0°000120 
0°000046 
0°000016 
0°000005 
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der Zeit des Vorhandenseins der Menge klein zu sein hat. Es waren also Quadrillionen 
Kinzelelemente als Ausgangsmenge erforderlich, damit eines von ihnen bei dem end- 
lichen Zeitpunkt + = 4 noch vorhanden wire. 

Damit glaubt der Verfasser dargelegt zu haben, daB die anscheinend nicht hin- 
reichend rasch nach Null konvergierende Lebensdauerkurve in den Bereichen des 
positiven Zeitabschnittes (gesehen auf der t-Achse) dennoch ihre Berechtigung hat 
und da die Begrenzung der Lebensdauer des Einzelelementes durch das auBerst rasche 
Ansteigen der erforderlichen Ausgangsmenge ihre Begriindung findet. Mit anderen 
Worten, es kann die Ausgangsmenge praktisch nicht aus so vielen Einzelelementen 


bestehen, als es notwendig wire, um wenigstens einem solchen Element die Lebens- 
dauer co zuordnen zu kénnen. 


Die Abfallfunktion von YN: 
Die erste Ableitung der Absterbefunktion Yy gibt den zeitlichen Verlaut des jeweiligen Ab- 
falles der Menge durch Zugrundegehen der Einzelelemente wieder. 


Die Funktion lautet: y,’ = —e™-e—®. 


Fir rt = + © ist G55, = 0. Bei t = 0 erreicht sie 
ein Maximum mit dem Wert e-!. Sie ist nicht symmetrisch zur Ordinate t = 0. 


y, / 
wy, 


+ us 
=3 “2 -7 ) 7 Z 


S Yn’ u Yn’ v Yn 

— 2°5 0°0756 —1°0 0°2547 0°6 0°2946 
24 0°0829 0°9 0°2708 O°7 0°2688 
2°3 0°0907 0°8 0°2867 0°8 0°2404 
2°2 0°0991 07 0°3022 0°9 0°2112 
2-1 0°1083 0°6 0°3170 10 0°1794 

— 2°0 0°1182 — 0°5 0°3307 11 0°1490 
1-9 0°1288 0-4 0°3429 12 0°1200 
18 0°1401 0°3 0°3523 1°3 0°0936 
Li 0°1522 0°2 0°3611 4 0°0703 
16 0°1650 Ol 0°3661 15 0°0507 

—15 0°1785 070 0°3679 1°6 0°0350 
1-4 0°1927 Ge 0°0230 
13 0°2075 0-1 0°3660 1°8 0°0143 
1°2 0°2229 0°2 0°3601 19 0°0083 
ba 0° 2386 | 0°3 0°3500 2°0 0°0046 

| 0°4. 0°3356 
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Die Lebensdauerfunktion. 


Die Funktion der durchschnittlichen Lebensdauer ist 
oe 
; \Yn° dt 
Aa = z . 
YN sub 
Sie gibt an, welche durchschnittliche Lebensdauer (in t-Hinheiten) die Einzelelemente der zum 
Zeitpunkt + vorhandéne Menge yy , besitzen. Die Funktion ist monoton fallend. Sie besitzt 


zwei Asymptoten; die eine ist die Zeitachse, die andere eine geneigte Gerade, die die beiden 
Koordinaten bei —C (Eulersche Konstante) schneidet. 


hA(c) 


+ 7 


Abb. 17. Die Funktion der durchschnittlichen Lebensdauer. 


& | A(t) | T A(t) | re | A(t) 
— 2-0 ims | C0 323 | 0°5 0-418 
19 1:708 0-4 0-774 0°6 0°388 
18 1629 0°3 0°727 07 0-360 
7 1557 0-2 0-682 0°8 0°333 
1:6 1486 0-1 0°638 0-9 0°308 

— 15 1417 0°0 0°596 1:0 0-284 
14 1349 11 0-262 
1:3 1:283 0-1 0°556 12 0-241 
1-2 1219 0-2 0°518 1:3 0°221 
11 1157 0-3 0°483 1:4 0-203 

0-4 0-450 

—10 1-097 15 0-186 
0 1-039 16 0-170 
0°8 0-982 1-7 0°156 
0-7 0-927 18 0-143 
0°6 0°874 19 | Oral 

“0 | 0-120 


An dieser Stelle mége Herrn Prof. Dr. F. Magyar fiir die freundliche Aufnahme 
der ungekiirzten Arbeit in das , Osterreichische Ingenieur-Archiv’‘, ihm sowie den 
Herren Prof. Dr. A. Duschek und Dr. Eber] fiir wertvolle Literaturhinweise und 
Herrn Otto Lange fiir die entgegenkommende verlagstechnische Behandlung gedankt 
sein. 


(EHingegangen am 20. Juli 1955.) 
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Uber die Berechnung von Flanschverbindungen*. 
Von H. Jung, Stuttgart. 
Mit 9 'Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die vorliegende Untersuchung geht vom Dichtmechanismus der Flansch- 
verbindung aus. Am Beispiel der vereinfachten Flachdichtung und der Linsendichtung konnte 
gezeigt werden, daB Flanschberechnungen, die mit Versuchswerten arbeiten, nur in dem durch 
die Versuche belegten Bereich zur Anwendung gebracht werden diirfen. 


Summary. The present test is to determine the sealing effect of flanged joints. The example 
of simplified flat packings and of lentiform packings shows that if the computation of flanged 
joints is made with the help of experimental data, it can be applied only when experiments have 
been found to be correct. 


Résumé. Le présent examen est destiné & déterminer Veffet étanchéifiant des raccords A 
brides. L’exemple des joints plats simplifiés et des joints lenticulaires a démontré que si le calcul 
des raccords 4 brides est fait 4 aide de chiffres d’essai, il n’est applicable que dans la mesure 
ot: les essais se sont avérés exacts. 


I. Einleitung. 


Die Flanschverbindung ist im Maschinenbau ein wichtiger Konstruktionsteil, 
der schon mehrfach untersucht worden ist. Eine Zusammenfassung der seitherigen 
Untersuchungen findet man in dem Entwurf der Schweizer Kommission 6 a Rohr- 
leitungen des V. 8. M.-Normalienbureaus!. 

Samtliche mit bekanntgewordenen Untersuchungen stehen im Widerspruch zu 
dem Versuchsergebnis, da die Schraubkrafte einer angezogenen Rohrflanschver- 
bindung sich beim Aufbringen des Innendruckes nicht aéndern. Dieser Widerspruch 
ist dadurch bedingt, daf bei den Annahmen zur Berechnung der Flanschverbindung, 
die Kraftwirkung der Dichtung als bekannt vorausgesetzt wird. Die Dichtungskrafte 
hangen von der Gesamtdeformation der Flanschverbindung ab und kénnen damit 
bei einer vorliegenden Verbindung nicht als bekannt angenommen werden. Aus diesem 
Grund soll das Flanschproblem erneut aufgegriffen werden. 

Ausgehend von der Wechselwirkung zwischen Flansch und Dichtung werden 
in II Bedingungen aufgestellt, die erfiillt sein miissen, damit beim Aufbringen des 
Innendruckes die Flanschverbindung noch dicht bleibt. Die zur Anwendung kommen- 
den Grundgleichungen aus der Platten- und Schalentheorie werden in III zusammen- 
gestellt. Die Flachdichtung wird in IV und die Linsendichtung in V untersucht und 
gezeigt, daB bei den derzeitigen Berechnungs- 
vorschliagen eine Extrapolation tiber die durch 
Versuche belegten Zahlenwerte nicht méglich ist. 


Il. Wechselwirkung zwischen Dichtung 
und Flansech. 


Bei Flanschverbindungen im Rohrleitungsbau 
werden Linsen- und Flachdichtungen verwendet. 


Cyprrerryye: 


Es soll, um die wesentlichen Unterschiede in 
diesen beiden Dichtungsarten zu zeigen, zuerst 
die Flachdichtung und dann die Linsendichtung 


untersucht werden. 
Eine Flanschverbindung mit Flachdichtung ist schematisch in Abb. | gegeben. 


Beim Zusammenbau der Rohrleitung ist der Innendruck p; = 0. Werden die Schrauben 


Abb. 1. Flanschverbindung mit Flach- 
dichtung. 


a Die Untersuchung wurde mit Unterstiitzung der Badischen Anilin- und Sodafabrik, Ludwigs- 


hafen, durchgefuhrt. 
1 Schweiz. Techn. Z. 1951, Nr. 36. 
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der Flanschverbindung angezogen, so deformiert sich Flansch und Dichtung. Es 
stellt sich eine Druckverteilung zwischen Flansch und Dichtung ein, die von der 
Deformation des Flanschtellers abhangig ist. Bezeichnet man mit w die Durch- 
biegung des Flanschtellers im Betrieb, « die Bettungsziffer des Dichtungsmaterials, 
so wird fiir diese Druckverteilung der 
Ansatz gemacht 


p=a~-w. (1) 

Bei einer sich im Betrieb befindenden 

A Up Rohrleitung wirken auf die Flanschver- 

( Seat bindung die in Abb. 2 gegebenen Krafte 
Me und Momente. Durch diese Kriafte, 


Abb. 2. Flanschverbindung mit auBerer Momente und den Innendruck p, wird 

Belastung. die Deformation des Flanschtellers be- 

einfluBt, so daB sich im Betrieb eine 

andere Druckverteilung zwischen Flansch und Dichtung einstellt, als im Montage- 

zustand. Um die Rechnung zu vereinfachen, werden die auf die Rohrleitung 
wirkenden Momente vernachlassigt. 

Der Innendruck p; dringt zwischen Dichtung und Flansch bis zu einem Radius 7; 

vor und hebt den Flanschteller von der Dichtung ab. Auf dem Radius 7; mu8, damit 

die Flanschverbindung dicht bleibt, die Bedingung erfiillt sein. 


O° Wrap, = Dix. (To <1 <1): (2) 


Bezeichnet man mit 7 die im deformierten Flanschteller wirkenden Querkrafte, 
A, den auf die Flanschverbindung wirkenden Axialzug, so fiihrt die Gleichgewichts- 
bedingung in Achsrichtung auf 


7,2 te (ge A, 


Pr an, 7 27, Pit 2 xr, 7 (3) 


Ist 7 die Querkraft im Flanschteller nach der Montage, so aindern sich die Schraub- 
krafte nicht, wenn der ,,Dichtkreis‘“ r; aus der 
Forderung 


T=T,_,, fir r=n; (4) 
boa bestimmt wird. Durch die Gl. (1) bis (4) ist die 
tpg  Wirkungsweise einer Flachdichtung gegeben. 

L Kine Flanschverbindung mit Linsendichtung 

Fi ist in Abb. 3 schematisch dargestellt. Bei der 

Montage (p; = 0) werden die beiden Flanschteller 

Abb. 3. Flanschverbindung mit durch die Schrauben zusammengezogen und de- 

Linsendichtung. formieren die Linsendichtung. Es wird sich bei 

dieser Deformation eine kleine Fliche ausbilden, 

deren Gr68e von den Schraubkraften und der Steifigkeit der Flanschen abhangt. 

Von dieser kleinen Fliche werden auf den Flanschteller Krafte tibertragen, die in 

erster Annaherung als Linienbelastung Q, angenommen werden kénnen. Fiir diese 
Linienbelastung wird der naheliegende Ansatz gemacht: 


Q;, aa B W, =ry? (5) 


wenn r;, der mittlere Radius der Linsendichtung und w 


VLZ 


=r, die Durchbiegung des 
Tellers bei der Montage ist. 
Im Betrieb wirken auf den Flanschteller noch der Innendruck p, bis zum Radius rz 


und der Axialzug A,. Ist Q, die zur Dichtung gegen p, notwendige Linienbelastung, 
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so mu, damit die Flanschverbindung dicht ist, die Bedingung erfiillt sein 


r,* —— T° A, 


Btn, = On +g Bs be (6) 


Die Linienbelastung Q, ergibt sich mit der Durchbiegung w des Flanschtellers im 
Betrieb zu 


Qr = B* Wp or5 (7) 
Geht man mit (7) in (6) ein, so erhalt man die Bedingung | 
ry? comes Kon 4 
=e 2 na A, : 
Ww, =ry, 2 rr, B Pi 2px rr, = Wry: (8) ality a) 


Die Flanschverbindung mit Linsendichtung ist dicht, 
wenn die Bedingung (8) erfiillt ist. 


Ill. Grundgleichungen aus der Theorie der Kreisplatten. 


Bei Vernachliassigung der auf eine Flanschverbin- 
dung wirkenden Biegemomente la8t sich der Flansch- 
teller durch Kreisringplatten mit rotationssymmetri- 
scher Belastung und der Flanschhals durch eine Zylinder- 
schale konstanter Wandstarke annahern. 

Ks sollen im folgenden die zur Durchrechnung ben6- 
tigten Gleichungen zusammengestellt und in eine fiir 
die Rechnung besonders giinstige Form gebracht werden. 


Abb. 4. Kreisringplatten mit 


a) Die Kreisringplatte mit konstanter Belastung. elastine. 


Der Belastungsfall ist durch Abb. 4 gegeben. Die 
Durchbiegung der Kreisringplatte w, geniigt der Differentialgleichung 


A Aw, = x (9) 
In (9) ist 
a Load 
Ee pa ae der Laplacesche Operator, 
Eh m egae Ese oy 
Ny 55 fei aa die Biegesteifigkeit der Platte. 


Die Randbedingungen fiir den vorliegenden Belastungsfall lauten: 


dw, 1 du, M; ) 
dr® mr dr ok pe re 
Cig) —— 5209 } 

10 
sy A, Hae 
dr Bek N, 2275 aoe 

dw, 1 dw, M, : 
dr mr dr N° 


Die der Differentialgleichung (9) und den Randbedingungen (10) geniigende Lésung 
wird in der Form gegeben: 


®, A, D, ees rt D, x. 3m+1 r2 ®, ig 3m+1 r? D, 
ea SY DD I'S hy Ny D N, |64 D mt+til1 16D m+l1 16 D 
ae x: ®, eh M; m ®, we M, m ag (11) 
Som 64) MA ee DO Nim ee D 
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In (11) wurde zur Abkiirzung die Funktionen ®; und D eingefiihrt. Es ist 


2 re In 7; r?inr; 
m—1 1 3m+1 
}0. ie” cio tandans elas 
a eae m—1 1 » 4 Smoklyp (13) 
| Se Lee re > m+1 
Ob 20 0 fas 
ro 


Eine wesentliche Vereinfachung der’ Schreibweise ergibt sich mit den Matrizen 


Te Inr, rfinr; ) 
| Lm Til ete see 
m+1 7? m+ 1 
dt Sales m—1 1 3m +1 [3 
2 cn Viet es 
4 
0 0 a 
1 Inv, r?2Inr; ) 
m—1 1 3m+ 1 
2 pare ee 
Y m+1 7, Inn? + m+1 
Rh, = m—1 1 3m+1 |> 
Re ea Cg 
0 0 — 
fs (14) 
. i rAinr; | 
3m+1 ? 
2 
0 2 Inr? + arent 
Ry = 8m+1 |? 
2 
0 2 Inr,? + moet 
4 
(0 0 = 
1 is Inr; 
m—1 1 
t m+1 r;? 
oi eso m—1 1 
4 . m+ 1 1, 
0 0 0 


In (12) sind A; die dreireihigen Unterdeterminanten von R,, B; die dreireihigen Unter- 
determinanten von R,, C, die dreireihigen Unterdeterminanten von R,, HE; die drei- 
reihigen Unterdeterminanten von R,, wobei z. B. zur Berechnung von A; die 7-te 
Zeile gestrichen wird. Bildet man 


ms 0m : 0; . 
@, Apts Batt Shp fall; (Arne eae): (15) 
so wird 
dw, ax, 2," |. A, cS es (3 o ) So + 1 £206, 3m -+F £2 ®,’ 
dr DT 2 aren eo N,\64 D mt 16) ees mkII D 7 
eee =) M, m @®,! m  @," 
yD ele ~ Ho weet Poe mo © (16) 
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Fiihrt man die Randbedingungen 


aw, 1 dw, M,, 

dr? mr ar Ni,’ sr=r, 
dw, 1 dw, 
~ dr? 8 mr adr 0, 


de ae 
ein, so wird die Durchbiegung mit p; = 0 


®,* Pg ®,* Mr, m™ @,* 
1 “pt N, D* WN, m+) DF 


w 
In (11a) ist 
©,* = A;* — B&r+C*#lnr— #£,*rlnz, 


i aaa Inr; r2inr, 

ie eae Ine? + EE 
ir ee ee 

TP hrs 


Die A,;*, B;*, C;* und £,* bestimmen sich aus den Matrizen 


(772 Inrz ry Inry 
m—1 1 3 3m+1 
k,* = m—1 1 Nee pies F 
OOP act tet A ee 
0 0 Se 
( "Ss 
i! Inr;z ri inry, } 
m—1 1 2 3m+ 1 
0 — m+i1 73 In rp? + m+i1 
Rts m—1 1 2 Bm+1)> 
0 SPoSee er ln tsi S51 
0 2 
L” "s 
(1 rz rior, 
3m+ 1 
0 2 In eect m+1 
* 3m+ 1 2 
Tie 0 9 In rg? + Tear 
0 =. 
0 rg 


—_ 
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(10a) 


(11a) 


(12a) 


(18a) 


(14a) 


23° 


S 


I 


348 H. Jung: 


1 ry Inr; 
m—1 1 
0 2 — pore 
Rae eh angst zu (14a) 
geal: 2 cee LN 
~~ m+i1 Ts 
0 0 0 


b) Die elastisch gelagerte Kreisringplatte. 
Der Belastungsfall ist durch Abb. 5 gegeben. Die Durch- 
biegung w, geniigt der Differentialgleichung 
A Aw, ++ w, = 0. (17) 
1 


Zur Losung der Differentialgleichung (17) hat Schleicher? 
die Zylinderfunktionen eingefiihrt: 


A. at p 1 : aii 

dan” 27 ay (&) = slJo(EVi) +I (EV—F)], 
Abb. 5. Elastisch ge- ; eae 
lagerte Kreisringplatte. 2, (€) = — (ee (é Vi ) —J, (é = )] : 


a(é)=slHt (EVE) +He(EV—F)], «OQ =—Flae (eve) — Ae (EV—=)]. 


Ape 
Setzt man § = Vz r, so lautet die Lésung der Differentialgleichung (17) 


We = Cy 2 (€) + Cy 2s (E) + C3 % (F) + Ca Za (6). (18) 
Die durch Abb. 5 gegebenen Randbedingungen lauten: 
d Ps | 
Gp (AU2) = CP Oe el 
d re2—r? ae 
Prec ho POF A Pi DacNi ont | 
dw, 1 dw, sod 
da Tae drei Bes 
dw, 1 dw, M, . 
Or gee Bar NG ho oe 
Die den Randbedingungen (19) geniigende Lésung laBt sich in der Form darstellen: 
Fs 8 1 A, | ¥, M, Y, 
= 5 eee a r? — 19°) p; 2} 4, 
2 es = D a ak = ( 0) Pi 4 * | D + VN. D (20) 
In (20) ist 
pi = — Ayx (E) + By 2 (E) — O, 25 (8) + Hit (E), (21) 
2q' (&s) — %' (és) z4' (Es) ig Eg) 
#2(Es)— “mag, 2 (Es) — #1 (Es) — yg #2’ (Es) 24 (6s) — ea! (Es). — 25 (Es) — 2 
ze! (E,) ay’ (6) | 24! (E,) : — 25! (8) 
mk, % (E:) 2 (8s) — avg Aa! (Bi) 4 (Gs) — ea’ (Ei) — a (&) = 2 


* F. Schleicher: Kreisplatten auf elastischer Unterlage. Berlin: Springer-Verlag. 1926. 
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Die A,, B,, C, und #; bestimmen sich als die dreireihigen Unterdeterminanten aus 
den Matrizen 


— %! (Es) z' (Es) — 24! (Es) 
| mas) ga Es) ea (Es) — Ba (Es) — 24 6s) — Shas (Es) 
aed 
=n’ (&) za (E,) — 24 (E,) 
a (8) — al) aE) <p (Ban 6) — Sw 6) 
za (Es) za! (Es) — 24! (Es) 
|" mares 1 (Es) %4(Es)— FOE a (Es) — 25 (Es) pray’ (6s) 
za (E,) zd (Ei) — m4" (E,) 
(6) — ea (G) aE — eG) She &) 
za' (Es) — 2! (Es) — 24! (Es) 
i ai" (Es) — rag 72 (Es) — ma (Es) — ea’ Es) <2 (Es) — ota (Es) 
za (Es) + 2/ &) — 24! (E4) 
[2n(@) — "ae ) —a Bea’) a) — Rape 
za' (Es) — 2! (Es) zl (Es) 
| te(és) Sa (és) — (Es) — ae (Es) a (Es) — a’ (Es) 
it zs’ (E,) ay! (E) z1' (E,) 
aa (Ei) — eg a (Be) mE eg mE) 246) — a Ed) 


Man berechnet zuerst die A;, B;, C; und #;. Es wird mit diesen Unterdeterminanten 
a. By 


f a Fe m—1 


D = 2y' (Es) As — (za (Es) — apa (Es)") Aa + 20 6) As— (20 (Es) — 


Entsprechende Ausdriicke lassen sich mit den B,, C, und 
E, bilden. 


c) Die Zylinderschale. 
Fiir die Zylinderschale, durch die der Flanschhals an-_ 
genihert wird, ist der Belastungsfall in Abb. 6 gegeben. 
Die Radialverschiebung wu geniigt der Differentialgleichung | Yj 


dtu E hg 
dz* Nets? 


a= 0. (22) 


Mit den Randbedingungen Abb. 6. Zylinderschale. 


eu M, bs 
u=0; Fa is fore = 0, oe 
2m—1 p17). du <a 
=] iS? aoe fir 2H, 
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Bj eee 
und dem Parameter 1 = \/ Zs ue lautet die Lésung von (22) mit S der Wandstirke 


Not, 
ee ye ey, (24) 
2 Eh, N, m  £-S 
In (24) ist __ Gin Azsin A H (sin A H cos Az — sin 12 cos AH) 
Te sin AH cos AH — Gin AH Gof AH 


Gin 4H sin Az (Sin AH Cof Az — Gin Az Gof AA) 
sin AH cos AH — Gin AH Gof AH 
sin Az pj Az (sin AH Gin A H — cos (1H €pj 1 A). 
a ees sin AH cos AH — Gin AH Gof AH 
cos Az Gin Az (sin AH Gin AH + cos dH Coj AH) 
sin A H cos AH — Gin AA oj AH : 


> 


+ 


IV. Flanschverbindung mit Flachdichtung. 


Der Flanschteller wird durch eine elastisch gelagerte Kreisringplatte und eine 
Kreisringplatte unter konstanter Belastung ange- 
2 nihert. An den Flanschteller schlieBt sich der 
, a gewgerte Wanschhals an, der durch eine Zylinderschale 
relstingplalte ; 2 

Pee ae konstanter Wandstirke angenadhert wird. Die vor- 
Wee B genommene Aufteilung der Flanschverbindung ist 

in Abb. 7 gegeben. 


: J -4t 
LLL 


pitied ee Fiir r =r, miissen. die Bedingungen erfiillt sein: 
Glade scaile 4 
=e awe i Daa dw, dW, 
Wy, (7;) =e Ca) Sera ap. anniv (25) 


Abb. 7. Aufteilung eines Flansch- 
teiles in Kinzelelemente (Flach- Das Moment M, ergibt sich aus der Belastung 


dichtung). du dw, 
“dz 2=0- dr r=m 
Geht man mit (11), (20) und (24) in (25) und (26) ein, dann erhailt man zur Bestimmung 
von Ps, M,; und M, das Gleichungssystem: 


(26) 


= r NR ee te Gy(r,) 3m+1 _4e_ 
Di \\ 5 aN, 64 aD Mtl NG 1@ acd, Ta) gre ae alt Sa 
i, Tis ig T, WD, (r;) 4 1,2 — Po" : W, (r;) if A, D, (r;) A 
N04 Sg tiN, aD) SEES 2: N - 
1 1 ar, VN, o8 D a ex 1D 7p 
Ps Mle) | M / Ny Yalrs) | my (m5) | My _m__ 5 (7%) 
Vy a8 D Ny ow D 'm+1 D Ny, m+1 D ° 
( 1 ri G'(r;) | 3m+1 47? G,’ (r;,) _ sme hte Oe a 
Pil\n ged): D  - mel Nyie oD mil NG Bre 2 
Bea D,' (13) r? test Ee. a ms A, | 4’ (7) Ye dh) (27) 
2N D N, 16 ies D 2° 14,No eee oe ie 
% ; 2r;, VN, 0 D dikes r; VN, « D 
Py Fy! (r) ! M, | Ny Py’ (7;) ole m  ®,' (r;) _ Myo _m_ G,'(r;) 
VN. we D N, ow D m+l D Ni m+1 .D ”’ 
ey ee | tt ®,! (19) 4 Bm+1 Oy (rote — 3m+1 rt Oy! (ry) 
‘Ia N64 D m+l1 N,16D i + ne yleibedismet 
275 Dy’ (1) 2m—1_ 7,? ; “pe A, @,’ (75) 
PX, Dp ee Beso + 9¢| toes Do ee 
, My ( To%(0)_ MD! (1) M, ¢ ty gO! (Fy) 
VEh, Nz m+1 N,D N, m+1 hi MBs 
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Es mu8 beachtet werden, daB bei der Flanschverbindung mit Flachdichtung der 
Dichtkreis r; vorgegeben wird und sich daraus die Schraubkraft bestimmt. Bei vor- 
gegebener Schraubkraft mu8 der Dichtkreis 7, aus dem Gleichungssystem (27) be- 
stimmt werden. Das Gleichungssystem (27) ist in 7, nicht linear. Daraus folgt, daB 
Berechnungsvorschlige, die mit Versuchswerten arbeiten, nur im Bereich dieser 
Versuchswerte angewendet werden diirfen. 


V. Flanschverbindung mit Linsendichtung. 


Bei der Linsendichtung soll die Deformation der Dichtung so klein sein, daB die 
von der Dichtung auf den Flanschteller ausgeiibten Krafte als Ringkraft angenommen 
werden kénnen. Zur Berechnung der im Flansch- 
teller auftreténden Deformation muB zunichst eine fan 
Schraubkraft Py angenommen werden. 

Ist bei der Montage A, = 0, so fiihrt die Gleich- 
gewichtsbedingung in Achsrichtung auf (Abb. 8) 


&B 
Kreisringglatve 
ohne Flachenlast 


& Frachenlast Fi 
Ts Py, —— QO, ry. = 0. (28) Se | 
: = E : 4 LYM NEL - x 
Geht man mit (5) in (28) ein, so erhalt man die S Shae 
bei der Montage auftretende Verschiebung _ rr, ost bones ail 
ep 
Wyp—pr. = “s*'s ‘ 29 Abb. 8. Aufteilung des Flansches 
Wr=r ( ) 
os as dik? (Linsendichtung). 
Mit (29) geht die Dichtbedingung (8) tiber in 
rgPs fine A, 
B-r, S758 Pi Den Bales ToL. (30) 


Der Flanschteller wird entsprechend Abb. 8 in Kreisringscheiben aufgeteilt. Mit (11), 

(11a) und (24) lassen sich die Ubergangsbedingungen von einer Kreisringplatte auf 

die andere befriedigen. Man erhalt das Gleichungssystem, wenn in (11) 7;= rz 
gesetzt wird 


rg Ps 8 acces i D; : ®,’ (rz) 
(Fe 2Br, Pi  OnBr, N,64 r D 
4 Smtl pire Py (Tr) = 8m+1 pyre 2s (x) A ie i 
ma N,16) =D m+i1 N,16 D 2, 
PA Pit Mem Beles) de, Rm 
221%) Ny D N, m+1 D N, m+1 D N, 16 
rg Ps i cman ds eT a Oe iL) nae ae eee Es 
gs 2Br, He Dr tye Qa pF Ne a ep (31) 
SPE eee Tad 2 A, Di g\ Pr’ (to) | BM +1 Der? Dy’ (ro) 
ieee —_aBr, Pi Qanpr, N,64 rs] Ti oh. Soteeoley ALO ape 
-3m+1 pr D3’ (To) ithe A, Dy’ (70) M, m ®, (7x) 
er Ry mm (GS + (sh + star) D Haid led 
é : ME, 24 (2)on 2m—1 p;r , 
Ff wv — 1 ye + is "o are Te 7 ™ Es “2 (20) 
Zg:oeiOi 


Aus dem Gleichungssystem (31) bestimmt man sich M, und M, als Funktion von Ps. 
Mit der Gleichgewichtsbedingung in Achsrichtung erhilt man 


A laos 2a, 
2 ae 2, Pi = Qe: (32) 


le 
Ss 
mae a 
'L 
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Die Linienbelastung Qp, unter der bei einer Linsendichtung gerade noch gegen den 
Innendruck p, abgedichtet wird, mu8 durch Versuche ermittelt werden. 
Finen ersten Anhaltspunkt iiber die GroBe von Qz gewinnt man aus den Gleichungen 
von Hertz. 
Nach Hertz erhalt man fiir den Druck einer unendlich langen Walze mit dem 
Elastizitatsmodul H,, die auf einen elastischen Halbraum mit dem Elastizitatsmodul H, 
_aufgedriickt wird, die maximale Druckspannung zu (Abb. 9) 


Cr  #,E, 
a 0,(H, + £,)° 
Geht man mit (33) in (32) ein und setzt Py) = 15p,, so hat 


Pe = (33) 


L / : 
4 man eine Gleichung zur Ermittlung der Schraubkraft 
ae 9. ee ry EB 4 r2t— re 
eilung nac ertz. adie jee 1 2 Z ro 
A Os ry 8 EH, E, om 207, Be 2rg pi = Psi (34) 


Aus Gl. (34) entnimmt man, da8 die Schraubkraft quadratisch mit dem Innendruck 
ansteigt. Es ist damit auch keine Extrapolation der Berechnungsmethoden tiber den 
durch die Versuche festgelegten Bereich méglich. 
; (Hingegangen am 6. August 1955.) 


Eigenschwingungen von Saiten mit elastisch befestigten Enden. 
Von K. Karas, Darmstadt. 
Mit 10 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Fiir die ersten beiden Eigenschwingzahlen werden nach Ritz und 
Grammel Naherungsformeln angegeben und auch die Higenschwingformen ermittelt. Fiir 
gewisse Fille inhomogenen Dichteverlaufes werden strenge Frequenzgleichungen mitgeteilt und 
auch die Formeln fiir die strenge Mitberiicksichtigung der Rotationstragheit bereitgestellt. Auch 
Konstruktionen, die fiir alle Higenwertprobleme giiltig sind, werden angegeben. Zum SchluB 
werden die benutzten Naherungsverfahren untereinander und auch mit dem von Kellogg ver- 
glichen. 


Summary. For the first natural frequencies approximation formulas according to Ritz and 
Grammel are given and the natural vibration forms are likewise ascertained. For certain cases 
of unhomogeneous density flow strict frequency equations are communicated and the formulas 
for the strict joint-consideration of the rotation inertness are likewise provided. Constructions 
which are good for all the problems of the natural value, are also given. 

Finally the methods of approximation which have been employed are compared one with 
the other and also with the method of Kellogg. 


Résumé. Pour les deux premiéres fréquences naturelles des formules d’approximation sont 
données d’aprés Ritz et Grammel et les formes d’oscillation propre sont également trouvées. 
Pour de certains cas d’une contexture de densité dishomogéne des équations de fréquence strictes 
sont communiquées et les formules pour la considération simultanée stricte de l’inertie de rotation 
sont également mises a la disposition. Des constructions qui peuvent servir pour tous les problémes 
de la valeur naturelle sont également indiquées. 

En terminant, les méthodes d’approximation employées sont comparées les unes avec les 
autres et également avec la méthode de Kellogg. 


I. Einleitung. 


In einer fritheren Arbeit’ hat Verf. versucht, hauptsiichlich unter Ausnutzung 
der Integralgleichungsmethode dasselbe Problem einer geniiherten Lésung zuzufiihren. 


' K. Karas: Eigenschwingungen von Saiten mit elastisch befestigten Enden. Federhofer- 
Girkmann-Festschrift 1950, 37—56. 
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In Weiterfiihrung dieser Arbeit werden hier die bekannten Verfahren von W. Ritz? 
und R. Grammel® in mehrfacher Hinsicht zur Gewinnung geschlossener Formeln 
fiir die beiden ersten Eigenschwingzahlen herangezogen und auch graphische 
Naherungskonstruktionen, die bei allen Eigenwertproblemen anwendbar sind, benutzt. 
An Hand von vier Beispielen mit homogener Dichteverteilung, deren Frequenz- 
gleichung in geschlossener Form leicht angebbar ist, konnten durchweg die gewonnenen 
Naherungsergebnisse hinsichtlich ihrer Genauigkeit leicht iiberpriift werden. Analoge 
Formeln fiir nicht integrable Dichteverteilung kénnen leicht angegeben werden. 
Ks erweist sich, daB das Ritzsche Verfahren zur raschen Berechnung von Naherungs- 
werten geeigneter ist und auch zur direkten Ermittlung héherer Eigenwerte und 
Kigenfunktionen ohne Kenntnis der Grundschwingung mit verhiltnismaBig geringer 
Rechenarbeit herangezogen werden kann, da aber das Grammelsche Verfahren, 
wie ja allgemein erwiesen, auch in diesen Fallen stets wesentlich genauere Werte liefert 
und mit dem Ritzschen Verfahren sich auch zur Miterfassung der Rotationstragheit 
als sehr geeignet erweist. 

Von besonderem Interesse diirfte vielleicht neben der Angabe der strengen 
Frequenzgleichungen in einigen wichtigeren Fallen inhomogener Dichteverteilung, 
die sich durch Besselsche und Whittakersche Funktionen ausdriicken lieBen, die 
Integrodifferentialgleichung mit symmetrischem Kern sein, die bei beachteter Rotations- 
trigheit an Stelle der in der Fu note 1 abgeleiteten Integralgleichung tritt. Zu 
diesem Zwecke wurden zu Beginn die Bewegungsgleichungen unabhingig von dem 
friiher benutzten Prinzip von Hamilton‘ nochmals durch Betrachtung des Gleich- 
gewichtes eines Saitenelementes abgeleitet. Hingegen leistete das genannte Prinzip 
wertvolle Dienste bei der Herleitung der verallgemeinerten Bedingung an der Grenze 
zweier Felder, die bei Beachtung der Rotationstraigheit an die Stelle jener Bedingung 
tritt, die die Knickfreiheit der Auslenkungsform verbiirgt. 


Il. Herleitung und Formulierung des Eigenwertproblems. 


Es werden nur Bewegungen der Saite betrachtet, die in der x-y-Ebene enthalten 
sind; der Ursprungspunkt 0 des a-y-Systems befindet sich im linken Saitenende, 
seine a-Achse falle in die Mittellinie der unverzerrten Saite und seine y-Achse in 
die Richtung der Schwingungen. Da ein Saitenelement nach dem Prinzip von 
d’Alembert sich dann im Gleichgewichte befindet, wenn zu den bereits vorhan- 
denen Saitenkraften S noch die Tragheitskrafte d7, und -momente dM, hinzugefigt 
werden, so sind in Abb. | alle diese — mit x veranderlich gedachten — Krafte sowie 
deren Richtungen eingezeichnet worden und die Betrachtung soll zugleich die GroBen- 
ordnung dieser x-Verinderlichkeiten aufweisen. Dann ergibt das Gleichgewicht in 
der x-Richtung mit Q (x) als Querkraft: 


— S cos (34) +Qsin (34) + (s + ds) cos ( + au de 


-(@-+ Ste)ain( + Max) =o 


da y und seine Ableitungen unendlich kleine, mit dx also vergleichbare Groen 
darstellen, so gibt die Entwicklung der Kreisfunktionen unter Beibehaltung nur der 


2 W. Ritz: Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variationsprobleme in der mathe- 
matischen Physik. Crelles J. 185, 1 (1909). | 
3 R. Grammel: Ein neues Verfahren zur Loésung technischer Eigenwertprobleme. Ingenieur- 


Arch. 10, 35—46 (1939). 
4 Hamilton: On a general method of dynamics... Philos. Trans. von 1834, 1835. 
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bis zur zweiten Ordnung unendlich kleinen Glieder: 


as 1 ay \2 ay 
“iS: deg 7 8(34 1) +93 tS + a, de + 8(34) Q gyi 
ws oy oy sty 
7 At = — Qa ada = 0. 
Nach pe der sich nae ab Glieder und Beseitigung von dx bleibt: 
as od oy 
Ou Ou 0x Bs, Ea abl (1) 


aQ 


Aus (1) erkennt man zunachst, da 2) eine um eine Ordnung kleinere GroBe als =~ 


und Q sein muB, da diese Faktoren 
mit den unendlich kleinen Faktoren 
oy o*y 
“55 DEW. =a 

Das Gleichgewicht in der y-Rich- 
tung liefert nach Abb. 1: 


— Ssin ($4) — Q cos (<4) + 


multipliziert erscheinen. 


2 


+(s + dz) sin (2 + i te 


+ (Q +2 dz) cos (44 se - 1 dis) 


a 
Abb. 1. Die am Saitenelement angreifenden Krafte rds + LiL 
und Momente. 


Dp = Tz). ge) Sh S4 oe 


Reihenentwicklung der Kreisfunktionen 
ergibt unter Beibehaltung der nur bis zur zweiten Ordnung unendlich kleinen Glieder: 


ay 1 / ay \2 dy , OS , oy ay 
Sa. Q+30(4 a PSs tn PP dine ea 
= i} oy \? 
+ yp ak 5934] rq oe Y dx — 0. 


Hierin bedeuten r(x) die raéumliche Dichte des Saitenmaterials und gq (2) dessen 
Querschnittsflache. Nach Streichung der sich weghebenden Glieder verbleibt: 


oS oy oy 0Q oy ‘ 
Ox Ox r 8 Ox? eae be PPG 0. (2) 
Aus (2) erkennt man zunachst, daB oe: mit den beiden Nachbartermen klein von 
‘ aS @ : 
1. Ordnung ist, so dab soe wegen der nach (1) gewonnenen Erkenntnis klein von 


3. Ordnung sein mu. Die Weglassung dieses Termes ergibt daher: 


O'y a 
8 mete "g ot 


(3) 


Hiermit rechtfertigt sich auch nachtraglich in Fufnote 1 der fiir die potentielle 
Energie V, der ausgelenkten Saite in Gl. (3a), 8. 38 ebendort, angegebene Ansatz, 
in dem S als konstant eingefiihrt wurde. 

SchlieBlich liefert das Momentengleichgewicht mit J (x) als axialem Flachen- 
traigheitsmoment des Querschnittes q (7) hinsichtlich einer zur x-y-Ebene senkrechten 
Schwerlinie 


Qdx —rJ da oe (34) = 
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sd tic te a5 / a 
Hierin bedeutet ae (34) offenbar die Winkelbeschleunigung des Saitenelements. 
Es folgt: 98 
Q=rJ—%. (4) 


Hieraus erkennt man, da die Querkraft Q nur der Rotationstragheit ihre Existenz 
verdankt und mit deren Nichtbeachtung (J = 0) verschwindet. Bestimmt man 


aus (4) a und fiithrt es in (3) ein, so erhailt man die Bewegungsgleichung?: 
o a) O84 o 

eee Oa (rJ sehr) 19 at = 0. (5) 
Abb. 2 stellt die an den Enden HZ, bzw. E, mit y) bzw. y, ausgelenkte Saite dar. 
Die Krafte, die sie von den Lager- 
fiihrungen empfiingt, sind in Abb. 2 
ausgezogen, die Krafte hingegen, die 
sie auf die Lagerfiihrungen ausiibt, 
strichpunktiert dargestellt. Diese letz- 
teren Krafte iibt sie daher auch auf 
masselose, in Richtung der y-Achse 
verschieblich gedachte Punkte aus. 
So empfingt z. B. der in H, lings 
der y-Achse verschiebliche Punkt in Abb. 2. Die von der Saite an den Enden E, und 


Richtung + y die Krafte Q, und EH, empfangenen (voll ausgezogen gezeichnet) und 
ay \ - ; * ; ausgeubten (strichpunktiert gezeichnet) Krafte. 
S fa) , in Richtung — y aber die 
0 


Kraft — ky yo, wenn k, die Konstante der elastischen Befestigung des linken Saiten- 
elements ist. Man erhalt so: 


Qo + 8(-3%) — ko yo =0, 


~Q — 8(34) — hin =0, 


wobei die zweite Gleichung fiir das rechte Saitenende analog gewonnen worden ist. 
Fiihrt man hierin Q aus (4) ein, so erhalt man die Randbedingungen’: 


ey Oy Precis: oy ey = 
s(2t), + (Jatt), hme: s(B)+ (rth) reno an 
Interessiert man sich nur fiir stehende Wellen, so erhalt man mit dem Ansatze 


y (x, t) = X (x) Tt) (7) 


zunachst 
T (t) = Arpsin (kt) + Brcos (kt), (8) 
worin k die Kreisfrequenz des Schwingungsvorganges bedeutet, wahrend X (x) 
der Differentialgleichung’ 
SX'*= Fi(rdX’) —r¢X] (9) 
und den Randbedingungen 
SX, =eir IX’ },— bX, =0; SX/—PlrJX’], +h XA,=9 (10a, b) 
5 Sie stimmt iiberein mit Gl. (5), S. 39, der.in FuBnote 1 genannten Arbeit, in der jedoch 7 
(dort mit @ bezeichnet) konstant vorausgesetzt ist. Dort fehlt das +-Zeichen zwischen dem 


1. und 2. Term. ; 

6 Diese Gleichungen stimmen iiberein mit den Randbedingungen (6a, lod tee CUE der unter 
FuBnote 1 erwihnten Arbeit, in der jedoch 7 konstant angenommen wurde. Analoges gilt hin- 
sichtlich der hier mit (9), (10a, b) bezeichneten Gleichungen und der ebenso bezeichneten 


Gleichungen der erwihnten Arbeit. — 
7 Striche bedeuten zunachst Ableitungen nach «. 
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geniigt. Man erkennt aus (10a, b), daB die Mitbetrachtung der Rotationstragheit 
bedingt, da® die unbekannte Kreisfrequenz k auch in den Randbedingungen auftritt. 
Schreibt man (9) und (10a, b) mit den Operatoren: 


L(X)=S8X”" —PCIXY, KROH=Sa Pies, (11a, b) 
zwischen denen offenbar die einfache Beziehung 

Li esd ix) (12) 

besteht, so 148t sich das Eigenwertproblem auch kiirzer durch 
R(X) +hrqX=0; Ryo—kyX,=90; RK, +k,X,=0 (18a, b, c) 
formulieren. Hierbei enthalten aber L und R die unbekannte Kreisfrequenz k. Fiuhrt 
man mittels eines beliebigen Vergleichsquerschnittes mit der Flache g, und 
dem Flaichentrigheitsmoment J, = q,1,? beziiglich einer zur x-y-Ebene senkrechten 


Schwerlinie und der in diesem Querschnitte vorhandenen raéumlichen Dichte r, zu- 
nachst die dimensionslosen Veranderlichen und GréBen ein: 


x Bye iy? 
oo eee e) = @ (6); a = K (é); SF =H fe = 03 
k2 ty dy 22 k? ry Jy | a 
Se Oe ef eee 


und verfaéhrt ebenso hinsichtlich der elastischen Befestigungskonstanten mittels 


kyl kyl 
Ram Hany (15) 


so laBt sich das Eigenwertproblem durch die Differentialgleichung® 
n’ —uo(oly’')’ +ugeKy=0 (16) 

ausdriicken, waihrend die Randbedingungen (10a, b) ttbergehen in: 
no —Uololn']>— xo =9; yy’ —uol[ely’], +%,4,=9. (17a, b) 


(17a) gilt fiir € = 0, (17b) fiir € = 1, wie auch die Zeiger andeuten. Fiir nicht beachtete 
Rotationstragheit folgt mit o = 0 das einfache Eigenwertproblem: 


W +ueKy=0; Ho — xo = 9; Hy Fey 9. (18a, b, c) 


Analog ergibt sich fiir konstante Dichte und konstanten Querschnitt, aber beachtete 
Rotationstragheit, mit @ = J = K = 1 das einfachere Eigenwertproblem: 


(l—uo)y” +un=0; (L—Uwo) I —x%%=9; (l—wo)n,’ +%,:n,=90 (19a, b, c) 


mit der strengen Frequenzgleichung: 


eit (him 
eV __ {+ 4) Vu (L—wo) (20) 


u (1 — ua) — x x 


die mit o = 0 in die einfachere Frequenzgleichung 


tg Vu = (Xo ar 1) Vu 


tb 90H Hy 


(21) 


des durch die Gl. (18a, b, c) formulierten Eigenwertproblems tibergeht. 


* In dieser Darstellung bedeuten die Striche Ableitungen nach & Die Gl. (16) und (17a, b) 
erfahren spaéter vor Gl. (98) mittels des Prinzips von Hamilton eine willkommene Kontrolle. 
* E. Kamke: Uber die definiten, selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei gewohnlichen 
linearen Differentialgleichungen. Mathem. Z. 46, 231—250, 251—286 (1940) 
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Stellt man (16) in der folgenden von E. Kamke® betrachteten Form dar: 


F (n)=u@(n); FQ) = S'(— 1 TF) 1 (1; 
' arg (22a, b, c) 
G (n) = 3 (— I) Eg, (8) 0 (EY, 


v=0 
worin F und G somit lineare, homogene, gewohnliche Differentialausdriicke sind, 
im allgemeinen nm Sm und f,, (&) + 0; g, (€) + 0 sein sollen in <0, 1>, so erkennt 
man im Zusammenhalt mit (16) in der Form: 
— 9" = ule Ky —o(oln')’, 

daB gilt: 

m=1; fp=0; fp = +1, | 

m=1; g=el(E)K(E; g.= +00(&) I (8, J 


Fin) = — 2" \ 
somit (23) 
G (n) = 0K EOnl — ole) lu OY. J 
Es wird ferner vorausgesetzt, daB im vorgegebenen Intervall 0 < & <1 K (é) stetig 
und @ (&), J (€) einmal stetig differenzierbar sein sollen. Sind dann v (é), w (&) in 
<0, 1> zweimal stetig differenzierbare Funktionen, die auBerdem die Randbedin- 
gungen (17a, b) erfiillen, wie etwa fiir konstanten Querschnitt und konstante 
Dichte die folgenden (19b, c) erfiillenden Ansitze!: 


v (€) = a, {(1 — wo) (2 (1 — wo) + %,] + 


+ %9[2(1 — wo) + 4] & — [(1 — wo) (% + %) +: %9 1] 2}, (24a) 
w (€) = «, {(1 — wo) [8 (1 — wo) + %,] + 
+ %9[3 (1 — wo) + x] & — [(1 — wo) (%9 + %1) + % %1] he (24b) 


die E. Kamke® ,,zulassige Funktionen, L. Collatz™ jedoch ,,Vergleichsfunktionen“ 
nennt, so erkennt man, da die Bedingungen der Selbstadjungiertheit: 


1 n 
| [uF (w)—wF (v)]}dEé=0; | [vG(w) —wG(v)] dé = 0 (25a, b) 
0 0 
des vorliegenden Eigenwertproblems erfiillt sind. Denn mit (23) ergibt (25a): 
1 1 
[ [vow — wo" ]dé = [vw’ — wv] — \ [v’ w' — w'v'| dé = [vw' — wv’). 


0 
Nun ist der letzte Ausdruck aber wegen (17a, b) offenbar = 0, denn es ist 


prea mean 


, ’ fi i ic ha arta a 
0, W, — Wy, (V9 Wo Wy %) =% l1—uoog,, re 1—uoo,l, 
Xo Wo ie Moores yes 
its: 6 in ae eulesere oot Sea 
UG Ooty Qo +0 


Analog ergibt (23) mit (25b): 
1 1 4 
| (vG@ (w) — w@ (v)] dé = | [v{e Kw —ol[elw']} —w{o Kv —alelv'}}]dé = 


0 0 


1 
= —[oolvw' —coelv'w]i +o\[olv'w' — elv'w']dé = —a[olvw' —elv' ue. 


0 


10 Fir nicht beachtete Rotationstragheit o = 0 gehen die Gl. (24a, b) tiber in die Gl. (35a, b), 


S. 50 der in Fu8note 1 angefiihrten Arbeit. 
11 L, Collatz: Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen, insbesondere S. 48. 1949. 
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Dieser letzte Term verschwindet aber wieder — wie oben — an der oberen und analog 
an der unteren Grenze. 

Das Eigenwertproblem (16), (17) ist somit selbstadjungiert. Es ist aber auch 
eigentlich definit oder definit im engeren Sinne, wenn fiir jede zulassige Funktion im 
oben erklarten Sinne 1 ‘ 


[uF (v)dé>0; |vG(v)d—é>0 (26a, b)? 
0 0 


ist. (26a, b) ergibt nun mit (23), solange die Nenner der integralfreien Terme positiv 
sind: 1 


\oF (v) dé = 

ab 1 1 

[v-(— 0") dé = — [vo] t | ode = + 4 8 + [ode > 0, 
1 " ih 1 : 1 
| v@(v)dé=\v {oe Kv —o [gl vy} dé = + | oKvtdé —o [vol v'le — | oLvde\ — 
0 0 i 0) 2 0 

= + Je Kerds to Mt 4g fares + | olu2dé >0. 
0 0 


Wegen (25a, b) und (26a, b) sind alle Eigenwerte w, solange die Nenner positiv sind, 
reell und positiv und es gibt hierzu ein vollstandiges, normiertes Orthogonalsystem 
von Eigenfunktionen. Der Eigenwert u = 0 ist wegen (26a) ausgeschlossen. 

Es kénnte aber scheinen, da es geniigend groBe u-Werte gibt, fiir die wegen der 
negativ werdenden Nenner (26a,b) nicht mehr erfiillt ist. Es gibt aber nach H. Ahbe® 
auch bei Beachtung der Rotationstragheit einen endlichen Grenzwert fiir u,, » = 1, 
2,... co, so daB auch in diesen Fallen die Kamkesche Voraussetzung mdglicher- 
weise erfillt ist und somit alle Eigenwerte uw, positiv und reell bleiben. 


III. Die Lésung des Eigenwertproblems nach dem Verfahren von W. Ritz?. 


Statt die Lésung des Eigenwertproblems mittels Anpassung des allgemeinen 
Integrals an die Randbedingungen und Aufstellung der strengen Frequenzgleichung 
zu erreichen, was im allgemeinen Falle bedeutenden Schwierigkeiten begegnet, sucht 
das Ritzsche Verfahren durch Ansiatze fiir die Kigenfunktionen, die sich den zu er- 
wartenden Auslenkungen moglichst innig anschmiegen sollen, im einfachsten Falle 
die Arbeitsgleichung Janes (27) 


zu erfiillen, womit bereits ee Naherung an den Grundton erreicht wird, sonst aber 
moglichst auch der Variationsgleichung 


6J = 6(L; — Lz) =0 (28) 
zu geniigen, die die notwendige Bedingung dafiir ist, dafS der verschwindende Wert 
von J im allgemeinen auch ein Extremum werde. Hierin bedeutet L; die Arbeit der 
inneren Krafte, also die Formiinderungsarbeit, L, die der iuReren Krafte, zu denen 
nach d’Alemberts Prinzip auch die Triigheitskrifte gehéren. Die GewiSheit dariiber, 


daB das oben erwihnte Anschmiegen der gewihlten Ansitze an die zu erwartenden 
Auslenkungen auch wirklich stattfinde, verschafft man sich — da die Lésung der 


LL, Collatz: A.a.O., 8.57, nennt die durch (26a, b) gekennzeichneten Probleme »voll- 
definit*‘. 

* K. Karas und H. Ahbe: Analytische Untersuchung des Saitenanschlages (erscheint dem- 
nachst in der Z. angew. Math. Mechan.). Insbesondere dort Gl. (7). 
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Differentialgleichung im allgemeinen Falle groBen Schwierigkeiten begegnet — da- 
durch, dal man mit jeder gewahlten Ansatzfunktion méglichst alle vorgeschriebenen 
Randbedingungen erfiillt. 
Mit den bereits eingefiihrten Bezeichnungen hat man nach Abspaltung des Zeit- 
faktors 7’ (t) in (7): 
1 1 
' ‘ 2 L 
L,= 78 \ Xda +o hyo XP + 7h XP, (29) 
0 
worin der 1. Term™ die in der Saite, der 2. Term die in den elastisch befestigten 
Enden aufgespeicherte Forminderungsarbeit bei der maximalen Auslenkung darstellt. 
Als diuBere Krafte kommen hier bloB die Tragheitskrifte d7', bzw. das Moment dM, 
der Rotationstragheit in Frage, die in Abb. 1 dargestellt sind. Fiihrt man dort (7), (8) 


4 a2 
ein und bedenkt, daB a = — KX T ist, so erhalt man nach Abspaltung des Zeit- . 
faktors 7’: 


d7,=—RrqdxX und daM,=—RrJdzxX', 
woraus man erkennt, dafi d7’, mit X, dM, mit X’ proportional wachst, so daf bei 


der maximalen Auslenkung jeweils der Faktor - vorantritt. Man erhalt also durch 


Integration nach X bzw. X’ und die ganze Saitenlange insgesamt 
l l 
Ly = 5 \rq X2de +3 \r SX? de. (30) 
0 0 
Fiihrt man (29) und (30) sogleich in (28) ein, so erhalt man: 


J =+6(| (SX? — rg X?—BrJX*)de +h Xe+h xX?) erie) wash 


0 
Bezeichnet man den Integranden in (31) kurz mit F 
F=S8X"—krqX?—khrJXx” (32) 
— er ist eine homogene quadratische Form in X und X’ —, so mu8 F nach den 


Lehren der Variationsrechnung als notwendiger Bedingung fiir das Verschwinden 
der ersten Variation der Euler-Lagrangeschen Ableitung geniigen, die im vorliegenden 


Falle lautet: 
: d or of 
eae) ae =O (33) 
Mee SN Be TK) andere) erg X\ exhalt be h 
a ( —kr ) un i deel rq alt man aber nac 


Differentiation des ersten Ausdruckes und Einfiihrung dieser Ergebnisse in (33) sofort 
wieder die Differentialgleichung (9), was als willkommene Kontrolle gewertet werden 
mag. (13a) ist also identisch mit (33). 
Mittels der in (14) und (15) erklirten dimensionslosen Groen erhalt man aus (31): 
1 
6F = 518 {| [n'? — ue Kr? — wo ol nds + rene tane}=0. (34) 
0 
Insbesondere ergibt sich aus (34) fiir dasselbe Material und konstanten Querschnitt 
mit p= K =f = 1: 


1 


1 
87 = 1S 6{\ [CL — wo) 9? — wyP] dé + xo? +m} = 9, (35) 
0 


14 Siehe die im Anschlu8 an Gl. (3) gemachte Bemerkung. 
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beziehungsweise fiir nicht beachtete Rotationstraigheit mit o = 0: 
1 

oF = 418 4{\ [12 — uw 9 Ko] dé + xone? + m*} = 0. (36) 
Setzt man in (35) o = 0 ee in (36) 90 = K = 1, so erhalt man fiir dasselbe Material, 
konstanten Querschnitt und nicht beachtete Rotationstragheit : 

1 
18 6{) [92 — wat] dé + xome? + nh = 0. (37) 
Man fiihrt nun in (34) bis res fiir 7 einen sog. Ritzschen Naherungsansatz: 


‘ (6) = 3) am (é (38) 


ein, der eine lineare Kombination von endlich vielen zulassigen Funktionen im oben 
erklarten Sinne mit zunichst noch unbestimmten Koeffizienten «, darstellt, wobei 
das Verschwinden samtlicher «, ausgeschlossen werden soll. Da J eine in 9 und 7’ 
homogene quadratische Funktion ist, so erhailt man nach Einfiihrung von (38) eine 
auch in den «, homogene quadratische Form und die Forderung 6J = 0 fihrt hin- 
sichtlich der n Freiwerte «, auf n lineare, homogene Gleichungen mit je einem Linear- 
faktor von uw als Faktoren der «, 

ot 


OX, 


1 


oJ = 5 


Bor, (ee: Mea, (39) 


deren verschwindende Determinante 4 dann zur algebraischen Naherungsgleichung: 
A (u) = 0 (40) 


fiihrt, deren simtliche Wurzeln up, bekanntlich obere Schranken der wirklichen 


EKigenwerte wu, darstellen: 
U2, ait, eed, ARS). (41) 


Das Variationsproblem (34) bis (37) ist somit durch den Ansatz (38) auf ein einfaches 
Maximum-Minimumproblem nach (39) zuriickgefiihrt worden. 

Grundsitzlich gelangt man so bei jeder beliebigen Dichte- und Querschnitts- 
veranderlichkeit zu ein fiir allemal berechenbaren Ausdriicken der oben erwahnten 
und in (39) enthaltenen Linearfaktoren von w und gerade in solchen Fallen, in denen 
sich gewohnlich die Differentialgleichung nicht in geschlossener Form integrieren 
14Bt, erweist sich die Uberlegenheit dieses und anderer Naherungsverfahren. Um jedoch 
die Naherungsergebnisse an strengen Lésungen iiberpriifen zu kénnen und vor allem, 
um fiir allgemeinere Falle eine erwiinschte Kontrolle fiir die erwiihnten Ausdriicke 
zu besitzen, wurde hier, wie schon frither mittels der Integralgleichungsmethode, die 
Saite konstanten Querschnittes und desselben Materials nach (37) untersucht. Zu- 
gleich wurden zahlenmafige Ergebnisse nur fiir die beiden niedrigsten Eigenwerte 
angestrebt, so da in (38) n = 2 gesetzt werden konnte. Mit o = 0, also nicht be- 
achtete Rotationstragheit, folgen aus (24a, b) die Ergebnisse’: 


v (E) = 0&1 + %2 Ne, 
1 = (2 + Hy) + Hq (2 + Hy) & — (%q + 41 + Ho 2) &; (42) 
No = (3 + Hy) + % (3 4 11) & — (9 + % + x9) &, 
die die Randbedingungen (18b, c) erfiillen. Fiir J in (37) ergibt dann (42): 
J = (F4—wA) «2? +2 (Fy — wu B) o, «+ (Fo — wO) ag? (43) 
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und die Anwendung von (39) ergibt die beiden hinsichtlich «, und «, linearen, homo- 
genen Gleichungen: Pn ye Bytes l 
CB pet arin (Bo ta Crea 0. oul 
womit dann (40) die Frequenzgleichung liefert: 
_ |(#a— 4A) (Fz—wB) _ iret Bins 
= \(Pa—u BP, —uc) (4° — Pie —Alo= 2 Bra + CPs)u + (Fa Fo — 
oe eerie (45) 


Hierin sind die 6 GréBen Fy, Fz, Fo, A, B,C durch die nachfolgenden Formeln 
wiedergegeben: 
1 


F4a= | 917 dé + xg N10? + 413 


0 


(44) 


A 


1 
Fy, == -g (12 Hq + 12 xy + 20 Hq %, + 4 m6? + 4 205? + 5 reg? 1 + 5 tty 2042 + 205? 24,2), 
: 1 : 
lim x) > co: Fy = (4+5%,+%,"); limx,—-oo: Fy =+(4 + 5 yg + x"); 
1 
Fz= | my’ No AE + Xo N10 Nao + %1 N11 Nar 
0 


1 . : 
Fp =z (12 Xo + 12 *y a 20 Xo 1 | D Xo" 3 4? 6 % 9? x1 —- 4 x5 a” abe 262 x,2), 


; : \ (46) 
lim x, co: Fz = 9 (5 + 6%, +7); limx, co: Fg = g (8 + 4% + x"); 
1 
Be'= | 72” dE +> %q Noo + %1 Nor’ 
0 
Fo == (45% + 45x, + 78x 9%, + 24%? + 9x? + 28 492%, + 13 x9 21? + 4x97 %,7), 
‘ : 1 
lim % — co: Fo = | (24 + 28 % + 4%"); 
1 
lim x, —> co: Fo =; (9 +. 13 x5 + 4 9°). 
1 
A= | eK tdi; A= qq (120 + 80% + 802, + 42 2921 + 16 mg? + 16? + 
0 
+ 7 xg? Hy + 7 XQ Hy + Ho? 43"), 
: 1 
lim %) — co: A = 4, (16 + 7x, +?); limx,—+ co: A = gp (16 + 7% + x"); 
1 
B=|oK 7.48; B= (360 + 270 xy + 210 x + 126 xx + 61 x62 + 
f + 35 442 + 24 x62, + 18 uy 47 + 3 x7 %,”), 
1 
lim x» —> 00: B= py (61 + 24%, + 3x,'); om (Aa) 


1] 
lim %, —> co: B= % (35 +18 x) + 3 2,2); 


si (1890 + 1575 x + 945 x, + 648 x, + 408 x)? + 


+ 135-22 + 144 x2 x, + 81 x x12 + 16 x,? x”), 


1 
C=\eKn2dé; Cis 


0 


1 . 
lim % —> co: C' = 379 (408 4 144 x, + 16,7); 


1 
lim x, > 00: C= 979 (135 + 81% + 16 x9"), o, K konst. 


4. 
Ingenieur-Archiv IX, 4. 2 
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Ist hierin-das linke Ende fest, so liefern (46), (47) die dort fiir x) — co angegebenen 
vereinfachten Ausdriicke, ist hingegen das rechte Ende der Saite fest, so erhalt man 
die dort fiir x, > co angegebenen Formeln. Man braucht hierzu nur jeweils die Glieder 
héchster Michtigkeit, also z. B. fiir x) — co nur die Glieder mit x,” usw. beibehalten. 

Es wurden durchweg 4 Beispiele I bis IV berechnet, fiir welche die in der 2. Spalte 
der Tab. 1 angegebenen x-Werte angenommen wurden*. Die 3. Spalte enthalt dann 


Tabelle 1. Die nach den angegebenen Gleichungen naherungsweise nach Ritz und 


strenge berechneten beiden ersten Eigenwerte bei den Beispielen I bis IV. 


1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 
| F4 A w4 on % (49) 7 | 
ai © | Fp (46) B (47) wp (48) (45) Uz (50) ae (21) | Ap (50) 
et) tag C uo vs tie (53) vs | 
21 12°3 1°70732 1°70732 . 
1 1°70732 1°70705 
I 31°5 18°45 1°70732 13°58719 0°994822 
Ie 13°53725 13°49241 | 
49°2 27°81905 | 1°76857 13°53725 : 
ie | % 4 _| La 
6 113 5°29412 5°25298 
0° ies 5°25310 5°23915 
II | 10°5 2°016 5°20661 27°20063 | 0°991554 
2 27° 20070 25°87798 
1022 3°61905 | 5°30526 27°15964 
2°25 | 0°6583 3°41772 3°37440 
0°5 | | i 3°37539 3°37310 
III . 2°625 | 0°74583 | 3°51955 24°54155 0°988536 
oo 24°54158 23°19569 | 
3°3 0°85476 | 3°86072 | 24°49920 
| 208°3 75 2°77778 | 2°75336 | 
0°5 2°75335 | | 2°75238 
IV 265°625 93°4375 2°84281 IS27117 | 0°989399 
8 19°27113 | 18°77662 
362°5 | 117°65476 | 3°08105 19°24725 | 


die nach (46) hierfiir berechneten Zahlenwerte F'4, F'3, Fo, die 4. Spalte die nach (47) 
berechneten Zahlenwerte A, B, C. In der 5. Spalte sind dann die Zahlenwerte w4, 
Up, Uc angegeben, die im folgenden naher erlautert werden, die Spalte 6 enthalt die 
Wurzeln nach Gl. (45), wobei w, eine obere Schranke der ersten und w, eine solche 
der zweiten Kigenkreisfrequenz bedeuten, die 7. Spalte enthilt die im folgenden 
zu erliuternden weiteren Niiherungen w,, U2, % an beide Frequenzen und schlieflich 
die 8. Spalte unter w,,,; und wv». deren wahre, nach der strengen Frequenzgleichung (21) 
berechneten Zahlenwerte. Am Kopfe der Tab. 1 sind jeweils die Gleichungsnummern 
angegeben, nach denen die darunter stehenden Zahlenwerte berechnet wurden. 
Hatte man statt des vollstindigen Ansatzes (42) nur den einfacheren Ansatz 7, 
oder nur 7, benutzt, so hatte man nur die linearen Gleichungen fiir u erhalten, die 


* In praktischen Fallen sind die Zahlenwerte fiir %9, x, i. a. sehr groB, aber gerade die hier 
benutzten kleinen Zahlenwerte lassen den KinfluB der elastischen Befestigung deutlich in Hr- 
scheinung treten. 
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sich durch Nullsetzen der Elemente der Hauptdiagonale von 4 in (45) ergeben und 
die die Naherungswerte w4, wo der folgenden Gl. (48) liefern, wiihrend die Neben- 
diagonale analog den Wert ws ergibt: 


F F F 
To at ‘a= Ug => (48) 


Da nun das Ritzsche Verfahren dadurch gekennzeichnet ist, daB es obere Schranken 
fiir die gesuchten Eigenwerte liefert, so trifft das fiir u 4, Uc in (48) und auch fiir die 
Wurzeln w,, v2 in (45) zu. wy in (48) hingegen kann sowohl oberhalb als auch unterhalb 
des strengen Wertes liegen, fiir den es eine N aiherung darstellt. Zum Beispiel erkennt 
man aus Tab. 1, daB im Falle IT wy, <u, ist, wie der Vergleich 
der beziiglichen Werte der Spalten 5 und 8 ergibt. In den 
ubrigen Fallen stellt auch wz, eine obere Schranke dar. 

Man kann nun, ohne die quadratische Gl. (45) heranziehen 
zu miissen, sehr scharfe Naherungen uw, und wu, an die beiden 
ersten Kigenwerte angeben, die durch bedeutend geringere 
Rechenarbeit zu gewinnen sind’, Fir den 1. Eigenwert er- 
gibt sich die Naherung: 


C= (49) 


die in Spaite 7 ausgewertet worden ist und im Vergleich mit 
den strengen Werten der Spalte 8 ihre groBe Schiarfe erweist, 
die sogar im allgemeinen gréRer ist als die Naherung uw, der 
quadratischen Gl. (45), wie man der Spalte 6 entnimmt. w, 
kann auch leicht graphisch nach folgender Regel ermittelt 
werden: 


Tragt man auf einer Geraden, der w-Achse, die nN 5230 
nach (48) ermittelten Werte wu 4, wg, Uo maBstablich 
auf und errichtet tiber w,ug als Durchmesser den 5220 
Kreis Kyo, so erhilt man den Wert wu, nach (49) als . 
Schnittpunkt der Harmonikalen Ahh zwischen Kyo _up-guor |} $200 
und dem Nullkreis um ug mit der uw-Achse. 

Oder: u, halbiert auf der w-Achse die Strecke uz, 7266 


wo R der Schnittpunkt der Polaren pp von ug be- Abb. 3. Graphische 
ziglich des Kreises Ky ist. Diese Konstruktionen Ermittlung der ver- 
gelten fiir jede Lage des Punktes uz. schirften Naherung 
In Abb..3 ist fir den Fall IL (uy <wy,) die Naherung a, 1 Follett (4, < ta): 
konstruiert worden. Man erkennt im Vergleich mit Spalte 7 
die groBe Schirfe des graphischen Ergebnisses. In Abb. 4 ist fiir den Fall IV 
(uz > Uy) dieselbe Konstruktion durchgefiihrt worden, wobei die strichlierten 
Linien die Konstruktion der Polare pp andeuten. Mittels des Kreises K, dessen 
Mittelpunkt M auf einer Normalen zur w-Achse durch wz angenommen wurde, ist 
auch direkt w, und damit die Harmonikale hh konstruiert worden, wobei von 
dem Satze Gebrauch gemacht wurde?, daB sich die Potenzlinien dieser Kreise 
in einem Punkte schneiden. Diese Konstruktionen liefern die gesuchten Ergebnisse 


15 Man vergleiche hierzu das Buch des Verf.: Die kritischen Drehzahlen wichtiger Rotorformen, 
4. Abschnitt, S. 20—26, 1935, insbesondere auch die Abb. 9 und 10 auf S. 22, 23, wo auch die 
Formeln (49) und (50) naher erléutert werden. Die dort begriindeten und auch hier in den 
Abb. 3 und 4 angegebenen Konstruktionen kénnen bei allen Higenwertproblemen zur scharferen 
Bestimmung des ersten Eigenwertes angewendet werden. 
24* 
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natiirlich viel rascher als die numerische Auswertung von (49), die auBerdem eine 
hohe Genauigkeit der Zwischenergebnisse erfordert. 

Aber auch fiir den zweiten Eigenwert li8t sich ein Naherungsausdruck angeben. 
Aus (45) erhalt man nimlich durch Entwicklung der Wurzel: 


mit ; B2 


(1 — Az) 


(Up — ti)? | 


Ug + Ug—2Up (50) 


Hierin stellen bereits die beiden ersten Summanden den zu wu, in (49) analogen 
Naherungsausdruck dar, wahrend der letzte Term in (50) nur eine unbedeutende 


u 
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Abb. 4. Graphische Ermittlung der verschirf- 
ten Naherung uw, im Falle IV (uw, > u,)). 


Korrektur darstellt, die im allgemeinen 
kaum die 4. Dezimale beeinfluBt. Die 
Werte A, sind nur wenig kleiner als 1 
und in der Spalte 9 der Tab. 1 ange- 
geben. Auch die Ubereinstimmung dieser 
Werte wu, mit den strengen Ergebnissen 
Uy, ist sehr gut. Im allgemeinen ist 
sogar Us = Up. 

Da die Berechnung hoherer EKigen- 
werte durch entsprechende Vermehrung 
der Ansatzfunktionen (42) auf Deter- 
minanten hodherer Ordnung fiihrt und 
daher sehr umstandlich ist, soll im 
folgenden versucht werden, mittels des 
Ritzschen Verfahrens direkt zu hdheren 
Kigenwerten zu gelangen, ohne die niedri- 
geren berechnen zu miissen. Mittels der 
bereits berechneten GréBen Fy, Fz, Fo, 
A, B, C ist es z. B. méglich, den ersten 
Oberton direkt zu ermitteln. Hierzu ist 
es notig, mit Naherungen an die zweite 
Kigenfunktion direkt in die Arbeits- 
gleichung (27) einzugehen. Man erhialt 
diese Naherungen, indem man beachtet, 
da die Ritzschen Niherungen an ver- 
schiedene LEigenfunktionen zueinander 
orthogonal sind'®*. Da man 7, oder 7, in 
(42) als gute Naherung an die erste Eigen- 
funktion ansehen darf, so ist es leicht, 


z. B. die zu 7, orthogonale Naherung 7, zu finden, die bekanntlich der Gleichung 


1 


\ ms (€) 71 (€) dé = 0 


0 


geniigen muB. (51) wird gentiigt durch 


x B 
Ls eal erie Ci ta 


A a 
(m1 a an =~ tie 


(51) 


(52) 


‘6 Man vergleiche hierzu etwa R. Zurmiihl: Praktische Mathematik, VIII. Kapitel: Rand- 


und Eigenwertaufgaben, §§ 3, 9, S. 448—451. 1953. 
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Die Bezeichnung NR, soll darauf hinweisen, daB es sich um eine Ritzsche Naherung 
an die zweite Kigenfunktion handelt, die durch Orthogonalisieren gefunden wurde, 
denn es ist, wenn der erste Ausdruck rechts in (52) beniitzt wird: 

1 1 1 

5 Aet cer B 

\ nt dé =| nn.dé — = \n2dé = B= *A'=0, 

0 0 0 ‘ 
Hierbei wurden die Gl. (47) mit eo = K = 1 beachtet. Fiihrt man nun (52) in (37) 


ein und bezeichnet die gefundene Niiherung an die zweite Kigenfrequenz mit w,, so 
erhalt man: 


1 1 

a ey ¢ B B * r "9 ¢ B , , B / 

ity | (72? =e “A “ets 7 Az m*) dé = | (nn. He A Me 1 ee Aa 11 2) dé + 

0 0 
B BC B B 

> Ho (nae — 2 Ne20%10 + Fan) rim (na — 27 Natu + er n?). 
Mit Beachtung von (46) und (47) findet man hieraus 
A= 2 ABP, BP, 
S AGAO BY 5S (53) 


A 


Us = 


In (53) ist eine neue Formel fiir die zweite Eigenschwingzahl gefunden. Sie ist in 
der Tab. 1, Spalte 7, ausgewertet worden und man erkennt die auBerordentlich gute 
Ubereinstimmung mit den strengen Lésungen w,,. in Spalte 8. 7%, ist im allgemeinen 
kleiner, also genauer als uw, in (45). 

Zum Schlusse soll noch kurz die Berechnung der EHigenfunktionen nach dem 
Ritzschen Verfahren gezeigt werden: Fiihrt man uw, bzw. w, aus (45) in eine der beiden 
Gl. (44) ein, so kann man das Verhialtnis «,: «, bestimmen und gewinnt dann 7 
aus (42). Verfaihrt man so z. B. mit der ersten Gl. (44), so erhalt man, wenn mit 7p; 
die Naherung an die i-te Eigenfunktion bezeichnet wird: 


Atiga iy ? 
NRi = Oy (ns YY of—- th) = 01 (4, — Ki 72); = 1, 2. (54) 


In Tab. 2 sind fiir die 4 Faille I bis IV der Tab. 1 die Funktionen 7, und 7, nach (42), 
ebenso die Werte der Konstanten A; in (54) fiir 7 = 1, 2 und schlieBlich in der 6. Spalte 
der Wert von «, angegeben, der jeweils so gewahlt wurde, daf der 7p ;-Wert mit dem 
1 :-Wert fiir die in der vorhergehenden Spalte 5 angegebenen £-Werte iibereinstimmt, 
um so die gute Ubereinstimmung der genaherten mit den strengen Kigenfunktionen 
besser beurteilen zu k6nnen. 

Die Funktionen 7; nach (54) sind dann in Tab. 3 fiir die angegebenen &-Werte 
samt den nach (21) ganz analog ermittelten strengen Funktionen 7,,; 


x 


——s lage == 
nos = sin (Vw, €) + cos (V'us €) (55) 


fiir die Falle I bis IV berechnet und in den Abb. 5 bis 8 dargestellt worden, die die gute 


Ubereinstimmung bekunden. } 
Ebenso wurde nach der zweiten Form in (52) die Naherung 7p, an die zweite 
Eigenfunktion in Tab. 2 und 3 berechnet und in den Abb. 5 bis 8 strichpunktiert auf- 


getragen, wobei die Werte A/B in Spalte 7 und D in Spalte 8 der Tab. 2 angegeben 


sind und D wieder so gewahlt wurde, daB fiir die in Spalte 5 angegebenen é-Werte 
zwischen 72, UNd 7p» volle Ubereinstimmung besteht. Dieselbe ist auch dann noch 


17 Man vergleiche die in FuBnote 1 erwaéhnte Arbeit, Gl. (20a), 8. 42 ebendort. 
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Abb. 7. 


Abb. 8. 
Abb. 5 bis 8. Die strenge nach (55) und néiherungsweise nach (54) berechneten beiden ersten 
Higenfunktionen 7,1, Ny: bzw. Try 1R, (erstere voll ausgezogen, letztere strichliert gezeichnet) 
und die nach (52) berechnete Naherung 4 pr, an die zweite Eigenfunktion (strichpunktiert gezeichnet) 
in den Beispielen I bis IV. 
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befriedigend, wenn, wie in den Fallen III und IV, die Koinzidenzpunkte in dem linken 
Endpunkt ¢ = 0 angenommen wurden, so daB die Funktionswerte fiir € = 1 stirker 


abweichen kénnten. 


und a, fiir ?=1 und i=2 bei den Beispielen I bis IV. 


Sa eS eS ee ee ee 


Tabelle 2. Die Funktionen y, und 7, nach (44) sowie die Werte der Konstanten K; 


beiden ersten Eigenfunktionen bei den Beispielen I bis IV. 


Spalten 
=r 1 2 | 3 | 4 ee 6 7 8 
Gl. Nr ny (42) ng (42) le] x, 64) sree dae A/B D (52) 
rat Se |1} 0 0 0°43555) 
ay S423 2--9 Art Age erp OSE Viewer ae LG 11°03793 
| 2 0°66667 | 0 | 11°03793 
d f (1|—0-49585 | 0-7 | 0:39135 
ni 4t— 328 5é—3 | pee RE ole =}, 0'561 983i) 214432 
| 2 0°55975 0°3 7°36811 
hil, o-28019 | O° |o@onagel ue | Sete 
HT |} 1+ 0°5é—15&) 14+ 05€—1V58 |_| ee ee ORSS 2682 e827 10348 
2, 0°88696 0 85°21214 
3 1, 021592 | 0 | 0°43517 ee 
By 1410 Ge 195) 11 6 F— 195 : 0°802676) 7°40357 
2) 0°80585 0 7°63277 


Tabelle 3. Die nach den Gl. (32), (54) und (56) strenge und néiherungsweise berechneten 


Beispiel I. Beispiel IT. 
1W, 1R, "WW. "R, "R, g "wv, | "Rr, "wW, NR, "R, 
1°3066 1°3066) 3°6793 | 3°6793 | wie RK, 0 10 0 0 0 0 
1°4261 |1°4242}| 3°7927 3°7382 0-1 |0°2270/0°2412| 0°4873 0°6765 0°6842 
1°5204 |1°5157 3°3983 | 3°2672 | 0°2 |0°4422/0°4555| + 0°8505 0°9850 0°9921 
1°5896 |1°5810, =. 2°5 488 | 2°3989 | 0°3 |0°6342)0°6393|  0°9990 1 1 
1°6314 |1°6202: 1°3580) 1°2657 | 0°4 |0°7932/0°7892! 0°8942) 0°7956! 0°7841 
1°6454 |1 6333 —0°0146 | 0 | 0°5 |0°9103/0°9015) =0°5626 0°4461 0°4209 
1°6313 |1°6202|— 1°3852| —1°2657 | 0°6 |0°9805 0°9730) 00915 0°0256 | —0°0134 
1°5893 1°5810 —2°5704| —2°3989 0°7 |0°9995 1 —0°4063 | —0°3915 | —0°4425 
1°5207 1°5157|—3°4097 | — 3°2672 0°8 |0°9663 0°9791)—0°8007 |—0°7311 |—0°7901 
1°4256 |1°4242}—3°7949| —3°7382 | 0°9 |0°8827 0°9067)— 0°9912 | —0°9188 ;—0°9798 
1°3061 13066 —3°6716 1 C103 | 1:0 STOUT TIS —0°9295 | —0°8805 | —0°9353 
Beispiel ITI. Beispiel IV. 
| Tr Sl. PAL an aL Ss aa R 
ty, | Te, | "Ww, "Ry ae é tw, | In, | IW, TR, ‘i, 
rire eee ee enn eee eee 
3°6732 |3°6732| 96824 -9°6324| «96324 0 |3°3181/3°3181| 86664] 86664, 8°6664 
3°7942 3°7844, 89985 8'9498| 89912 0-1 |8-4377/3°4307| 82862} 82241, 82485 
3°7874 3°7584, 63215  6'3901| «65387 | 0-2 |3-4628/3°4417| 6°3706| 63334, 6-4255 
3°6531 3°6078| 2°2006 —«2°6348| + —-2°9278| 0-3 )3°3927/3-3579| 32818} 34572 3°6430 
3°3955 13°3412| —2°4124| ——1'6361| —1°1889] 0°4 |3°2293)3°1865!—0°4127 0°0566 0°3466 
3:0255 |2°9731|—6°4851| —-5°7424| —-5°1602} 0°5 |2°9781/2°9345| — 4°0387 | — 3°4067 | — 3°0178 
2°5517 |2°5140|—9°0802! —9°0044| —8°3335] 0°6 |2°6454|2°6089| — 6°9053 | 6°4717 —6°0046 
1°9917 |1:9757| —9°6087 | —10°7410 | —10°0560 | 0°7 |2°2392/2°2169) —8°5011 | —8°6771 | 8°1681 
1°3681 | 1°3694; —8°0201 —10°2732| —9°6759] 0°8 }1°7714/1°7653| — 8°5258 | —9°5614 |—9°0626 
0°6950 |0°7071)—4°5220, —-6°9192| —6°5420] 0°9 }1°2549)1°2614 — 69790 | — 8°6633 | — 8°2423 
-—0°0052 (0 004030 0 1-0 (0°7038|0"7121|— 4°1616 | 5°5216 —5-2617 
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Es ist leicht zu iiberblicken, wie man vorgehen miiBte, um z. B. den zweiten 
Oberton zu erhalten. Man mite eine Naherungsfunktion 7p, wahlen, die z. B. 
sowohl zu 7, als auch zu 7p, orthogonal ist, somit den Gleichungen: 


1 it 


\ HR, dé = 0; | ir,tir, dé = 0 (56) 
0 6 


zu gentigen hatte. 

Natiirlich karin man zu 7, orthogonale Naherungsfunktionen zur direkten Be- 
stimmung des zweiten Eigenwertes auch auf andere Weise als mittels des Ritzschen 
Verfahrens benutzen, z. B. durch Mittelwertbildung, wie dies unter Heranziehung 
der Integralgleichung des Eigenwertproblems bereits geschehen ist1*. 


IV. Die Lésung des Eigenwertproblems nach dem Verfahren von R. Grammel’®. 


Bezeichnet man mit wg die nach diesem Verfahren zu gewinnenden Eigenwerte, 
so erhalt man bei Einfiihrung eines Niherungsansatzes gemaB Gl. (38) bei nicht be- 
achteter Rotationstrigheit analog zu den homogenen, linearen Gl. (44) nach 
R. Grammel das ebenso beschaffene Gleichungssystem: 


1 


So» \ bo ( jal FEVER ORI Ooo! pea es 
0 


Hierin bedeutet K (€,t) den Kern oder die Greensche Funktion des Higenwert- 
problems, der fiir fehlende Rotationstragheit durch 


[1 +x § + (1 — 2) +x 6 (1 — 7)] fir 0 SE <r, 


K (&, t) = I (58) 
fl eo te ey = s)he eet (TS) tere See 


i= Hy ct My — Mg My 


gegeben ist”°. Fir feste Enden der Saite geht mit x) —> c0, x, oo (58) in den 
bekannten ,,Musterkern“ 


{é ( (1—t) fir 0 Sé <r, 


HG le (TL 2) tir € Ses eee) 


uber. Beschrankt man sich auf den nur zweigliedrigen Ansatz (42), so erhalt man 
statt der Gl. (44) des Ritzschen Verfahrens das folgende Gleichungssystem: 


(A — wGig) ao, + (B— wz) x, = 0, | 


(Ba Gg) 0, 4H (0 — dg) openee (59) 


Hierin haben A, B, C fiir die hier ebenfalls vorausgesetzte Materialgleichheit und 
Querschnittskonstanz (0 = K =1) wieder die durch die Gl. (47) angegebene Be- 
deutung und man erkennt aus diesem Umstande den groBen Vorteil, den die gleich- 
zeitige Verwendung der Verfahren von Ritz und Grammel darbietet. 


18 Man vergleiche 8S. 52, 53 der unter FuBnote 1. erwihnten Arbeit. 
% R. Grammel: Hin neues Verfahren zur Lésung.technischer ee obleme. Ingenieur- 
Arch. 10, 35—46 (1937). Man vergleiche insbesondere die Gl. (13), S. 37, ebendort. 


* Man vergleiche Gl. (27a), S, 47, der in FuBnote 1 zitierten et dort mit K statt K 
bezeichnet, 
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Die Groen G4, Gy, Go hingegen werden nach (57) wiedergegeben durch die 
Ausdriicke: 


| 
(60) 


K ( 12). ¢(K (a) na(t)e| 0 (€)K (8) (€) 8 = ms (€) @(€) K (&) na (&) a6, 


| 


72 (€) @(&) K (€) n9(&) dé. 


J 


(5,7) 9 (1) K (nal) de o (§) K (2) ng (E) dé = 


Fiir den hier ebenfalls vergleichsweise betrachteten Fall durchgingig gleichen 
Materials (g = 1) und konstanten Querschnitts (K = 1) ergibt sich aus der zweiten 
Darstellung die Ubereinstimmung mit den Nennern NV, und N, der durch Mittelwert- 
bildung gewonnenen Ausdriicke fiir die oberen Schranken des ersten Eigen- 
wertes w,?! 


1 1 
v \ ny? dé v | 9? dé 
0 vZ 0 vZ 
Uy << 7 ere == v, ; Uy <S T ; = an . (61) 
im 7 dé | 2 No AE 
0 


Es gelten also nach (60) fiir den betrachteten, vereinfachten Fall die Beziehungen: 


1 tas 1 1 
G,=\n, 48 = N,; Gp = | n.n2dé = | non, dé; Go = | nahedé = Np. (62a, b, c) 
i) ny a 0 


Mit den bestiatigten Beziehungen (62a, c) ist der Zusammenhang des Grammelschen 
Verfahrens mit dem der Iteration aufgezeigt, waihrend die ebenfalls verifizierte 


doppelte Darstellung von Gz, in (62b) aus der Symmetrie des Kernes K (&, 1) er- 
flieBt. Man findet nach langerer Rechnung die Ausdriicke: 


8 1 ner: ey 


+ 16912 x, x, + 7616 x,? + 1088 x? + 5448 x92 x, + 5448 x %,? + 
+ 1088 x3 + 681 x93 x, + 1530 x9? 2,2 + 681 x 43 + 170 x53 44? + 
+ 170 #57 %,3 + 17 2,3 x,°), 


G 


50400 (2, = + 25 #4) 
+ 253680 x, x, + 94920 x,? + 20775 x,.° + 88695 x? x, +- 

A TA TAB rey x42 + 11865 2,3 + 12125 x3 x, + 22950 26? 2 + 
+ 8305 x9 42 + 2805 x9 3 2 + 2295 x2 x,3 + 255 x2 x,3), 


i - 302.400 + 327 600 x, + 277 200 x, + 133560 x2 + 


pe 915(63) 


21 Man vergleiche die Gl. (41a, b), S. 52, der unter Fufnote 1 angegebenen Arbeit, in der 
statt N,, N, die Bezeichnung N,, NV; angegeben ist. In Gl. (41b) daselbst soll der Vorfaktor des 


1 v : 
dritten Termes von N, nicht wargy sondern aera (v = #9 + x, + x ,) heiBen. Man vgl. eben- 


dort S. 51 die Gln. (40a, b), 
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iL 
CO = 95200 (9 + 2, + Ho) (226800 + 264600 x, + 189000 x, + 


+ 116235 x2 + 187110 x9 x, + 58275 2 + 19840 x2 + 
4. TL IAB ree? 201 + 50220 reg 262 + 6475 20,8 + 10752 ve¢8 x, + 
4 16929 292 42 + 5022 245 242 + 2304 1048 42 + 1539 reg? 2,2 + 
+ 192 ,3 x,°). 


G 


zu (63) 


Wie friiher, ergibt sich aus (59) analog (45) zur naherungsweisen Bestimmung der 
beiden ersten Eigenwerte die quadratische Gleichung 


(A—uG,)(B-—uGz) 


= — 2) 9,2 — wes — B2)—0. 4 
AG. (Oeu GW ee ee ae 243 B+G,A)u+(AC-—B)=0. (64) 


Als Naherungswerte an den ersten Eigenwert erhalt man ferner nach Grammel: 


A B CO 22 
oo ivater oF Oe Ure an : (65) 


die eine sehr verbesserte Niherung uw, an den ersten Eigenwert wieder nach (49) zu- 
lassen, wobei auch die unter dem Ritzschen Verfahren angegebenen konstruktiven 
Ermittlungen ihren vollen Wert behalten, sofern man nun die Naherungswerte 
nach (65) zugrunde legt. Auch ohne Heranziehung der quadratischen Gl. (64) erhalt 
man auch jetzt eine verbesserte Naiherung wu, an den zweiten EKigenwert mittels der 
Gl. (50), wenn jetzt wieder die nach (65) ermittelten Naherungswerte w4, wz, wo und 
der mittels derselben nach (49) gewonnene verscharfte Wert wu, benutzt wird und A, 
jetzt durch den Ausdruck 


id a ae (66) 
oi G4Gq 


dargestellt wird. Fiir die Falle IJ und III sind, wie schon oben beim Verfahren nach 
Ritz, die Grenztibergange fiir lim x) —> co bzw. lim x, —> co durchzufiihren. Man er- 
halt so fiir wy, wz, Ue in (65) explizit die Naiherungsausdriicke : 


(16g 16+ 2m toate ' 
1088 + 681~, +170x,2 + 17,2 ° 
{ 


61 + 85%, + 27%? + 3 x,° 


Fall II UZ = 840 90775 + 12125, + 2805 x2 + 255 x43 : 
408 + 552 x, + 160x,2 + 16 x,3 
Uc = 120 755404 10752 x, + 2304, + 102%,3? 
16 + 23 x, + 8 x92 + %9° 4 ; (65a, b) 
Ua = 1687055 = 6a %q + 170 x92 + 17 9° ” 
Fall III { wz = 840 35 + 53 x + 21 xo? + 3 x" 


11865 + 8305 x + 2295 x? + 255 x,2 ’ 
135 + 216 x9 + 97 x92 + 16 x48 


Wo = 120 Sirs 022 x, + 1539 m* + 192%, 


In der Tab. 4 wurden die vorstehenden Gleichungen fiir die bereits berechneten 
Falle I bis IV ausgewertet. In der Spalte 2 sind wieder die zugehorigen x-Werte, 
in der Spalte 3 sogleich die Werte w4, wg, wo nach (65) bzw. (65a, b) angegeben. In 
der Spalte 4 erscheinen die Niherungen w,, w, der quadratischen Gl. (64), die beide 
obere Schranken der ersten Kigenwerte darstellen, die Spalte 5 enthalt die verscharfte 


Die Naherungswerte w4, wg, Uc nach (65) sind natiirlich verschieden von denen nach (48), 
es wurde jedoch davon abgesehen, sie durch eigene Zeiger zu unterscheiden, da Verwechslungen 
ausgeschlossen sind, Dasselbe gilt fiir die verschiedenen Werte Uy, Ug, Uy, Ug und Ap. 
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Naherung w, an den ersten Eigenwert nach (49) mittels der in der 3. Spalte ange- 
gebenen Werte und w, an die zweiten Eigenwerte mittels Gl. (50) und (66), wobei die 
ermittelten Az-Werte nach (66) in der Spalte 7 angegeben sind. Die Spalte 6 enthalt 
zum Vergleich wieder die nach Gl. (21) berechneten strengen Werte %,,;, Uy, die 
mit den in der 8. Spalte der Tab. 1 angegebenen Werten tibereinstimmt. 


Tabelle 4. Die nach den angegebenen Gleichungen néherungsweise nach Grammel 
und Kellogg und strenge berechneten Eigenwerte bei den Beispielen I bis IV. 


1 2 3 4 5 6 7 | 8 
ke wu 4 (65) * | Sita . | . 
Fall ‘ up (65a) * (64) | witty? MH ter) | ap eee) “1 Ken (115) 
xy | uo (65 b) Us Ug (50) Un | : U1 Kell (118) 
a ee ee ee es ey 
| | | 
; 1 | itovoes | 1707063 | 1-707063 | 1:70705. | jradesan | 1 THO18 
1 | . | . . | e | . 
| i-7agao | 13°498605 13°498604 | 13'49241 | 1:70706 
a e Spoken 6240652 | 5'240244 | 523015 | 0.4, -5°63600 
2 be 2 . . | . | "9 
cosieis | 26°185454  26'189084 | 25°87798 5*24576 
By O05 | bdbrte | 3373208 | 3'373190 | 3'37810 | | .ooagng | 3°69748 
ee ‘S9T9OL 93-528819 | 23°528812 | 23°19569 3°37617 
3439155 | | 
2°755705 | | | | 
. Oe © | be | . . 
IV | g | 2764628 | iesossos | 1o-o6o1s9 | 1877602 | 998428 | 575490 
| 2°799152 | | 


Die Werte w4, %c stellen wie beim Ritzschen Verfahren obere, und zwar genauere 
Schranken an den ersten Higenwert dar, ebenso die Werte wu,, u,, wahrend w, wu, 
wieder genauere Schranken an den zweiten Kigenwert ergeben, wie bereits R. Gammel” 
allgemein nachgewiesen hat. Es gilt also, wenn wz, die Ritzsche, ug, die Grammelsche 
Niaherung und w, die strengen Eigenwerte bedeuten, in Weiterfiihrung von (41) 


Ur, 2 Ug, 2 Uy Ly Bisel oasis Hi (67) 


Der Vergleich der Tab. 1 und 4 erweist die Erfillung von (67). Will man also mit 
etwas gréBerer Rechenarbeit wesentlich genauere Ergebnisse erzielen, so lohnt sich 
das Grammelsche Verfahren durchaus und sein Nutzen in dieser Hinsicht wird noch 
eroBer bei Betrachtung inhomogener Faille, bei denen bloB die Ausdriicke F'4, Fz, Fo, 
A, B, O, G4, Gp, Ge je nach dem Gesetze der Inhomogenitat allgemeinere, nach den 
angegebenen Formeln jedoch ebenso leicht berechenbare Ausdriicke darstellen. Die 
Naherung wg kann auch hier iiber oder unter dem strengen Werte liegen, wie auch 
beim Verfahren nach Ritz. 


Natiirlich kénnen die Ausdriicke G4, Gz, Gc auch ohne Kenntnis des Kernes K (é, 7), 
der hier zur Verfiigung stand, berechnet werden, wie bereits R. Grammel** angegeben 
hat. Der hier beschrittene Weg wurde auch deshalb gewihlt, um die Berechnung 
obiger Ausdriicke auf gleichem Wege im Falle der Beachtung der Rotationstragheit 


23 Man vergleiche die unter FuBnote 19 angegebene Arbeit, insbesondere 5: Vergleich mit 
der Ritzschen und Galerkinschen Methode, S. 38—40, insbesondere Gl. (23), 8. 40, ebendort. 

24R. Grammel: A.a. O., FuBnote 19, 6: Umformung der neuen Methode, S. 40—42, ins- 
besondere ebendort die Gl. (38) und (39). 
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zu ermdglichen, wobei der Kern allerdings auch den Eigenwert w enthalt und die 
Eigenfunktionen einer bestimmten Integrodifferentialgleichung mit diesem ver- 
allgemeinerten Kern geniigen, wie im VI. Abschnitt ersichtlich wird. 

Der Zusammenhalt der Gl. (48) mit (65) fiir die Naherungen an den ersten Higen- 
wert legt die Vermutung nahe, dafi zwischen den Ausdriicken F'4, Fz, Fo, A, B, C, 
G4, @4n, Go und den Eigenwerten wu Zusammenhinge bestehen. Wie L. Fehrle® ge- 
zeigt hat, gelten wegen der Entwickelbarkeit einer zulassigen Funktion 1; nach den 
Eigenfunktionen gy, des Problems gemaf 


5 (&) = eG) Pmt Up Dyce oh 


fiir die obigen Ausdriicke die folgenden Entwicklungen, in denen A durch die Zeiger 11, 
B durch 12, C durch 22 dargestellt werden: 


co co 2 C; Cc. 

. v v 

F iguzauy Casey ae teats Cees: Gin = = fe : 
y=1 al | AS) v 


Wollte man nach dem Grammelschen Verfahren durch Ansitze, die orthogonal 
sind zur ersten Eigenfunktion ebenfalls direkt die hoheren Eigenwerte bestimmen, 
so befande man sich insofern in einer ungiinstigeren Lage, als neue Ausdriicke berechnet 
werden miissen. Man erkennt zunichst, da die Funktion 

ease Le ee 

OS ego Goad (68) 
in der 7, gemaéB (60) im Sinne des Grammelschen Verfahrens durch Iteration 
bereits verscharfte Naéherungen an die erste Higenfunktion darstellen, tatsachlich 


orthogonal zu 7, sind. Denn es ist 
1 


= jee Gp C = Gp 
Magu’ = \ a Nia ds ser) alla Oe, 7 ee ee ee 
0 0 : 0 © 
wenn man (60) beachtet und 90 = K = 1 setzt. Die Einfiihrung von (68) in (37) 
1 1 


wirde aber die Berechnung neuer Ausdriicke, wie \ 7 nH, d— und | ne’ nH dé, mit 2, 


0 ) 
k = 1,2 erforderlich machen, deren Bereitstellung bedeutende neue Rechenarbeit 
verursachen wiirde. Allerdings wiirde auch hier ein schirferes Ergebnis als beim 
Ritzschen Verfahren zu erwarten sein. 


V. Die Eigenschwingungen bei den haufigsten Fallen der Inhomogenitiit. 


Diese liegt dann vor, wenn sich die Dichte oder der Querschnitt der Saite aindern. 
GemaB Abb. 9a, b, ¢ sollen hier nur Saiten betrachtet werden, bei denen Dichte 
und Querschnitt in jedem der zwei Felder, die die Saite iiberspannt, konstant, aber 
verschieden sind a) und ferner solche Hinfeldersaiten, bei denen sich die oben ge- 
nannten Funktionen in Kombination als lineare b) oder quadratische c) Funktionen 
des Ortes € darstellen lassen. Von der Beachtung der Rotationstragheit wurde zuniichst 
abgesehen. | 

a) Haben Dichte und Querschnitt im linken Saitenfelde die GréBen r, g, und ebenso 
im rechten die analogen Gré8en r, q,, so lauten die Auslenkungsfunktion 7, bzw. »,: 
nH, = A,|\sin (\/w, é) if L608 (Vu E)|; n, = A, sin (//u, é) + B, cos (Vu, &). (69a, b) 


x 


_» L. Fehrle: Kritische Drehzahlen gewisser Rotorformen unter Beriicksichtigung der Kreisel- 
wirkung. Inauguraldissertation Frankfurt a. Main 1954, insbesondere S. 61. 
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» Hierin bedeuten nach (14) wegen der in beiden Feldern gleichen Saitenspannung S 


kr, gq, 2 1G. 
Uy = on naeeer i cen cae (70) 


wihrend (69a) bereits analog (55) die erste der folgenden nochmals angeschriebenen 
Randbedingungen (18b, ¢) erfiillt: 


mr (0) — %94,(0) = 0; (1) + 24 (1) = 0; | 


n(x) = Nr (0) 3 Hr’ (a) = Nr’ (x); i - | 


zm, cl] poll 


ei ee Pee 2) 


(71) 


Abb. 9 a) bis c). Schematische Darstellung der Peete in den drei et Fallen 
inhomogener Saiten. 


Zur Bestimmung der drei verbleibenden Integrationskonstanten stehen somit die 
letzten drei Bedingungen (71) zur Verfiigung, von denen die beiden letzten als Uber- 
gangsbedingungen die Stetigkeit und (wegen der nicht beachteten Rotationstragheit) 
auch Knickfreiheit der Saitenauslenkung fordern. Mit der dimensionslosen Verhiltnis- 
zahl 
jee (72) 
ayeiy od) 


ergibt zunachst die zweite Randbedingung (71) fiir (69b) nach Elimination von B,: 


Be Ales [Val Ble en ee (Vary A ‘| (69b,) 


uy A tg Vu, A — 


Die beiden Ubergangsbedingungen in (71) ergeben nun mit (69a) und (69b,) zwei 
hinsichtlich der beiden verbliebenen Konstanten A,, A, lineare, homogene Gleichungen, 
deren verschwindende Systemdeterminante die Frequenzgleichung liefert: 


Vy (xo A +m) te (Vu, o) te [Vu 4 (1 — «)| — (x9 %, — be 
ge A) tg || uA (1 — x)| — V2 ( (% % — U) tg (Vu, ox) — (%9 + %) Vu, a4 =0. 


Diese Gleichung wird im nachsten Abschnitte bei Beachtung der Rotationstragheit 
eine willkommene Kontrolle erfahren. 

Bei jedem weiteren Felde der Saite treten wie bei (69b) zwei weitere Integrations- 
konstante hinzu, denen auch zwei weitere Ubergangsbedingungen wie in (71) gegen- 
iiberstehen. Die Frequenzgleichungen dieser Mehrfeldersaiten werden natiirlich 


entsprechend komplizierter*. 


2 Man vergleiche K. Karas: Die Eigenschwingungen inhomogener Saiten. S.-B. Akad. 
Wiss. Wien, Abt. Ila 145, 797—826 (1936), insbesondere Gl. (47) dortselbst 8S. 814, in der 


pte 2. and %, Somit “2 _ 4 in unserer Bezeichnungsweise bedeuten, wahrend wu 
Reorer nee wD r, g 
nach der dortigen Gl. (5) wu = on ae “, somit U,= Ux, U,= Ux, = U,A sind. Mit diesen Fest- 


setzumgen geht aber die Gl. (47) dieser Arbeit, naémlich V2 tg (ux, «) +tg[/ux, (lL—a«)]=0 


in Gl. (74) tiber. Man vergleiche hierzu auch die Arbeiten von M. J. Bourget: Mémoire sur le 
mouvement vibratoire d’une corde, formée de plusicurs parties diverses de nature. Annales scienti- 
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Der bereits behandelte Fall durchweg konstanter Massenbelegung Gl. (21): 


(x91 — w) tg Vu + (% +) Vu =0 (21) 
mu8 natiirlich als Spezialfall in (73) enthalten sein. Er kann in mehrfacher Weise 
durch spezielle Annahme von « oder A aus (73) gewonnen werden. Man erhalt ihn mit 

Le SO ee ee ee eeeee 


Die Annahme | ergibt zunachst: 


— (%9 %, — Uy A) tg () Uy i) — (%9 + %) Vu a = 0. 
Wegen des Verschwindens des linken Feldes existiert aber nunmehr nur das rechte, 
so da8 man nach (72) im erhaltenen. Ergebnis fiir uw, 2 = u, setzen darf. Dann aber 
ist wieder (21) mit u, statt uw erhalten worden. 
Die Annahme 2 ergibt analog zunachst: 


7 VA (2 #1 — U,) tg (Vu, ) — (% 4 23) Vu, a == -(): 


Die Teilung durch — //A ergibt abermals (21) mit wu, statt w. 
Die Annahme 3 ergibt zuniachst nach geeigneter Zusammenfassung: 


= Vu, (% + ,) te (Vu, x) a9 (uy — xq %1) 
Vu (%9 + 3) t ae 
re aoe SELL eS g (uy x) 
Sh easier eats [te | 


sgh IV GES | epee = gee Tce 


Vuy (% + %1) 


iby = Meg tty tg (Vx; a) +1 
wenn man tg (Vu, B) — a = setzt. Nun mu aber, wie aus obenstehender 
ie Oe 


Umformung hervorgeht, 6 = 1 sein, womit wieder (21) mit wu, statt «w gewonnen ist. 
Fiir unverschieblich befestigte Enden hingegen folgt mit x) —> co, x, —> co aus (73), 
wenn nur die machtigsten Glieder mit x, x, beibehalten werden: 


tg (Vu, a (1 — x)| + V/A te (Vu, «) = 0%, (74) 


b) Im Falle linear verinderlicher Massenbelegung, die durch ebenso verinderliche 
Dichte oder durch linear veranderlichen Querschnitt bedingt sein kann, ist also in (18 a) 
mit neuer Bedeutung der Konstanten x, A zu setzen: 


eK=x+Aaé=é, (75) 
womit (18a) tibergeht in 
d?n ‘ {3 d*n tak ef 
de twu(e+Aé)n=0 baw. Pe + ar én =0 (76) 
mit der in Besselschen Funktionen Ji bzw. J_ 1 ausdriickbaren Liésung?*: 


3 3 


le yoo a Ree eee ee 
oa Veta = Ot Ve + AER |, (772) 


+ ByVx+taeJ_a 


fiques de I’Ecole Normale Supérieur, Tom. IV, p. 37 (1867), und M. Poisson: Mouvement d’une 
corde vibrante, composée de deux parties de matiéres différentes. Journal de I’Ecole Royale 
Polytechnique, Tom. XI, p. 442 (1820). Die erstere Arbeit enthilt auch Formeln fiir Saiten 
mit 4 und 5 Stiicken konst. Dichte und unnachgiebiger Befestigung. Man vergleiche weiter 
Stephan: Schwingung einer Doppelsaite. §.-B. Akad. Wiss. Wien 517 (1868) und M. Radakovié: 
Uber die Schwingungen von Saiten veriinderlicher Dichte. Mh. Math. Physik 5, 193—229 (1894). 
J. Bourget und Stephan haben auch Versuche angestellt, die die Theorie gut bestatigen. Den 
Hinweis auf die erwihnten Arbeiten verdankt Verf. den Herren Prof. P. Funk und Doz. J. Labus, 
beide ehemals in Prag, und Herrn Prof. H. Radakovié, ehemals in Graz. Versuche von Saiten 
mit elastisch befestigten Enden werden zur Zeit in Darmstadt durchgefiihrt. 
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BS AV te +28)I_a[e V+ Ag} a | — 


— By Vu (+ Ae) Ja[e Le Veet aE. (77) 


Hierbei wurde (77b) durch Differentiation aus (77a) mit Beachtung der bekannten 
Relationen 


Ji (a) =S_ a(x) ——Ja (2); J 
3 3 


3a 5 4 Sra ia te )ietimgrels TR) 3(78) 


Bahk rake 

erhalten, in denen die Striche Ableitungen nach dem Argument x bedeuten. Gl. (78) 
bedingt, daB sich sowohl in den Faktoren mit A, als auch in jenen mit By je zwei 
Terme tilgen. Die Erfiillung der beiden Randbedingungen in (71) ergibt nun hin- 
sichtlich Ay, By zwei lineare homogene Gleichungen, deren verschwindende System- 
determinante die arpa in w liefert: 


soi ( Pa 1(#) Fa (y) — Ia (e)J_aly uence crt 1 (@) F2(y) + | 
S ; 3 3 
+J_1(x)J_aly)) +m eat (late) y) +I es 
3 3 3 3 3 (79) 
+ Vux Vu SE ES SEED LAS 
3 33 3 


2 Vu 2 4 
=a a Ve; y= 374 V(x + A)? . 
Fiir unverschiebliche Enden ergibt sich mit x) — oo, x, oo als einfachere 


Frequenzgleichung nur der Faktor von x, x,, der die in diesem Falle bereits bekannte 
Frequenzgleichung darstellt?’, was als willkommene Kontrolle gewertet werden mag. 


c) Liegt nun quadratische Massenbelegung 
oK=x+rE+uP 


vor und ist hierbei insbesondere 4 = 2|/xu, so ist 


eK =x +2Vup E+pP= (Vx + Vu sh =P (80) 
und (18a) nimmt die Form an: 
ger tu(Vx+ Vu fy =0 baw. Th 4+4#y=0. (81) 


Auch (81) kann mittels bekannter Substitutionen durch Bese ci Funktionen Ji 
bzw. J_ 1 gelést werden. Man erhalt: : 
4 


nA Ve + Vuk Ta (Vn + Vee) + 

= (82a) 
ee ae, [ Vu [yr ae 

+ BVVx+Vué J_alyye (Vx + Vu é) | 


B= Au (Vet Vu "Fs 
— Bu (Vx + Vu €) Ss inal ee Vie e 


27 Man ote ss die in FuBnote 26 erwahnte Arbeit des Verf., insbesondere die Gl. (22), (23) 
dortselbst 8. 805. Die in dieser Arbeit verwendete Methode der iterierten Kerne zur Gewinnung 
unterer Schranken fiir w, wurde in der unter FuSnote 1 zitierten Arbeit 8. 48, 49 ebenfalls an- 


gewandt. 


Teo(Ve + Vu 8)]— 
(82b) 
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Hierbei erhalt man (82b) wieder durch Differentiation aus’ (82a), indem man die 
bekannten Relationen 
J's (e)=J_3(2)—Z-Ji (a); J'_1 (a) = —Ia(a)—FI_a(a) (83) 
4 4 sarigt 4 4 Oe 4 
beachtet, die wieder, wie oben bei den Faktoren. von A, und By), das Wegheben je 
zweier Terme bedingen. Die Erfiillung der Randbedingungen in (71) liefert wie friher 
die Frequenzgleichung in w: 


mote F_a (0) Fa Co) — Ja (0) T_a Co) + %oVu (Vx +Vu) [7 7s (o9) + | 
eee (~)] 4. We ee (w) sip aselnae 2) si 
+ Vu Vux (Vex +Ve) [73 (0)7_ 2 (0) —F_s Is ()| = 0; ie 
= He x; SS We Vu) | 


Fir unverschiebliche Enden ergibt sich mit x, — co, x, — oo als einfachere Frequenz- 
gleichung wieder nur der Faktor von x, ,, fiir welchen Fall aber die Frequenz- 
gleichung bereits bekannt ist?*. 

LaBt sich allerdings die quadratische Belegungsfunktion nicht wie in (80) als das 
Quadrat einer linearen Funktion in é darstellen, dann wird die Lésung von (18 a) wesent- 
lich komplizierter. Fir unverschiebliche Enden wurde sie von A. Erdelyi ange- 
geben”? und durch Whittakersche Funktionen dargestellt. Hierbei wurde statt der 
unabhangig Veranderlichen ¢ eine unabhangige Veranderliche x mittels 


are A\? a el A an iene 
e=Vulu| (+52). somit =? u|u| (E+ 5,)=222 [w |u| ]}4; 


a?x 


ag = 2 Vela] 


und statt der abhangigen Veranderlichen 7 eine neue abhingige Verinderliche w (2) 
mittels 


ney el List dw)\ d } 

Wia\== & £ w(x), somit Gr = « ¥( i +3) = 
day eer ay 1 dw , dw)\/(dz\* 86 
rene M2 (Ger - Be Te + gaz) (ge) + H Sis 

WwW , aw\ ae 

‘eleaae bias. eaewa j 
Ebenso findet man fiir die quadratische Massenbelegung statt (80) nach einigen 

1 a 
Umformungen mit é = — n + #2 [w |u|] 4 nach (85): 
a2 aod 

eK =x thi tpPax—Z + ux [ulul) 2. (87) 


Fiihrt man nun (85) bis (87) in die Differentialgleichung (16) ein, so erhilt man: 


d?w MM Lanne — ae il 3 | 
dx? + |e { [w |u|]2- 16 p |u| 3 ear |w = 0. (88a) 


28 Man vergleiche die in FuBnote 26 erwihnte Arbeit des Verf., insbesondere die Gl. (28), (29) 
dortselbst §. 805. Fiir die hier auftretenden Besselschen Funktionen J 13.0 25d as 


3 3 4 
J pet wurden genauere Tafeln berechnet von K. Karas: Z. angew. Math. Mechan. 16, 248 
4 
(1936). Der Argumentschritt hierbei ist 0-1. 


_* A. Erdelyi: Inhomogene Saiten mit parabolischer Dichteverteilung. S.-B. Akad. Wiss. 
Wien, Abt. Ila 146, 589—604 (1937). 
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Der Vergleich von (88a) mit der Whittakerschen Ditferentialgleichung 


2 
d? CBRE OE CEs 
we (343 ar sas oP 
mit dem allgemeinen Integral, in dem C, und CO, die Integrationskonstanten sind, 
w= C0, My m(z ‘ee -C, oM;,,, a) (89) 
zeigt, dab S — m= a also 
er 4xu—h 
ing er eS aa al 2 16 uw |u| ) 


sein muB8. Weiterhin sollen mit A. Krdelyi die folgenden zwei wichtigen Unterfille 
unterschieden werden: 


x) w# <Ound 1+ 
— mw im Nenner: 


af 


> 0. Dann folgt aus (90) fiir k nach Ersatz von |u| durch 


1) as 
— At — 45 4 1 
=f ie) by Leng ne a Sega SOP 


und damit ergibt sich mit (86) und (89) fiir diesen Fall als allgemeine Lésung: 


1 1 
n(E)=C x 4 Myi(z) + Cau 4 My 1 (2), 
4 4 (91) 


a? a #2 —4 
x = [u|ul]2 (+3); k= [wll ears w <0. 14 7#>0. 


Aus (91) findet man zunachst wegen (85): 


d: rod eee 
de 012 22 Lula la © My. (2) 
4 


i ha? Dag Pe 
+C,2 x2 ool a | Mh, x2) (91a) 
4 


damit und mit (91) ergeben die Randbedingungen (71) wieder hinsichtlich C, C, 
zwei lineare, homogene Gleichungen, deren verschwindende Systemdeterminante 
fiir w die ae liefert : 


L Pay eee | 
(u<1), 142450, x= lu |ull® gers 2 = wlll? (1+ 4); 


ai 2m 
1 
Hq %1 (Xp 2X) 4 f k, 1 (%p) My,1 (1) — M,, 1 (% o) My, 1 (@)L+ 
Se re 4 Wea 

sere | 32: 

$y: 2a Fay? [ull My, 1 (me) & |x ah. (2)| as 
sheer 5 hia th 

ay ees da tee 

— My,1 (%)—— |x * My 1 (2) 
4 dx 4 iJ 
7 (92) 
4 my Qing? vy fools kr, 1 (4) PP et Mas (2) a 
wc 4 0 
Mya (x) 2 let |S + 
a ee 4 af 

4 = d es d —iM 

+4 (uy 3 [ulol]? | |e # Ma (2), te |» My, 2 (2)| 
d igieee. a -iM ers 
— fle tn seo] £ le ome] | | 
25 


Ingenieur-Archiv IX, 4. 
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Fiir unverschiebliche Enden (x) — co, x, —> co) wird die Frequenzgleichung durch 
den Klammerausdruck mit dem Faktor x), von (92) dargestellt®°. 

Man kénnte auch in (92) die Ableitungen der Whittakerschen Funktionen durch 
solche mit anderen Zeigern ersetzen, etwa gemai® der Formel*1 


dP (ee he eel | ot alee Or Li 
— Z 2 — : 
dz? fer 2 Mi,» (2), E= 6e pe at ( ) 
Hier ist p=1, w= > und man erhilt aus (93): 
CoP Mer at se Lee oP hace 
ae ‘Mai@| + pee 4 M,,1 (2) =e? z # MM eye 
al ry ry 2°. A 


somit 


—a 


2 a 


Lees aaah oe fe) =, eae 
es Cee x)i\ =a 4 1 a AM. 4 (2). 
| ni ( | i a 2 sil 


Da der formelmiRige Gewinn durch Anwendung von (93) aber unbedeutend ist, soll 
die Darstellung (92) beibehalten werden. 
B) w >0 und 1+ ae > 0. Dann kehrt sich das Vorzeichen von k in (90) um und 


das allgemeine Integral der beziiglichen Differentialgleichung lautet nun??: 
1 


etme . vb ¢ —4xi— j? 
n(é)=C,e * Mix (ia) +C,e *M;y,, 1 (ix); k= [ulul]2——Z{—; 
rs ar 16 4 
Pe ig Wee (94) 


Mit denselben Werten fiir x) und x, wie in (92) erhalt man nunmehr die Frequenz- 
gleichung: 


_ 


ah 
iyi, (in 1) 4 |My 1 (Cg) Mogg Ge) = Mig eee ie ee 


r 
| 4 os 4 4 J 
a { eh 
+ Hy° 2X 4 242 [u|ul}4 U Mix, 1 (¥ %) > x Min. | a 
4 4 1 
pas: | 
Mix,1 (A v0) | 4M, 1( | ea 
ry \ igre “ict 
ES ek aot == 
i, 2 xg? 4 [w |u| 14 + Men 4 (i %1) =~ a 4 Myy,1 (tx)| -— (95) 
4 4 0 
re Te BaN veal 
— Mani (¢ 2) 7 eo 4M 1 (¢4)) > — 
4 : 4 tel 
a et a eae ees 
— 4 (a x)2 [w |u| ]2 | de w 4M ,x,1 (¢ 2) |e tM. 2G 2) = 
4 iy sess 4 1 
Mets a ee | 
— fla 4M,» 1 (i 2)| ——|x 4M;,.1 (¢x)| }=0 
7 » dx z il j 


30 Dieses Ergebnis stimmt iiberein mit Gl. (2,9), S. 593, der Arbeit von A. Erdelyi, Fu& 
27 
note 29. Der Fall uw < 0, 1 + at <0 liefert eine Frequenzgleichung, die sich von (92) nur durch 


vorige Vorzeichen unterscheidet. Er muS nach A. Erdelyi gesondert betrachtet werden, da hiebei 
der Term mit C, in (91) in <0,1> sein Vorzeichen andert. Im Falle £) gilt Analoges. 


*1 A. Buchholz: Die konfluente hypergeometrische Funktion. Ergebn. angew. Math. 1953 
46, § 3, insbesondere Gl. (41a). 


re I i: = A a I ot ARE R 6 CM RA oR NR eS 
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Fir unverschiebliche Enden wird die Frequenzgleichung wieder durch den { }-Faktor 
des Gliedes mit x), dargestellt in Ubereinstimmung mit dem bereits bekannten 
Ergebnis*®?. 

Fir unverschiebliche Enden wurden in allen hier erwiihnten Fallen der inhom ogenen 
Saite die Frequenzen auch numerisch berechnet. Da man bei elastisch verschiebbaren 
Enden bei zahlenmaBiger Kenntnis der Werte x, und x, grundsiitzlich ebenso verfahren 
kann, so kénnen diese — natiirlich langeren — Zahlenrechnungen hier unterbleiben 


und mag daher blo auf die in diesem Abschnitte erwihnte Literatur verwiesen 
werden. 


VI. Die Beachtung der Rotationstrigheit der sechwingenden Saite. 


Auch hier kann es sich nur darum handeln, den Einflu8 der Rotationstrigheit 
grundsatzlich zu erfassen und bei den einzelnen Verfahren formelmibig anzugeben 
und so die Rechnungsgrundlagen bereitzustellen, die fiir eine eventuelle numerische 
Erfassung dieses Hinflusses bendtigt werden. 

In dimensionslosen GréBen ist das Eigenwertproblem bei Beachtung der Rotations- 
tragheit durch die Differentialgleichung (16) und die Randbedingungen (17a, b) 
formuliert. Fir konstante Dichte und konstanten Querschnitt ist es durch die 
Gl. (19a, b, c) erklart, die sich geschlossen lésen lassen und die strenge Frequenz- 
gleichung dieses Falles ist durch (20) gegeben (homogener Fall der Einfeldersaite). 

In viel ungiinstigerer Lage befindet man sich, wenn man die Rotationstraigheit 
auch bei inhomogenen Saiten mit elastisch befestigten Enden mit erfassen will. Ver- 
haltnismaRig am leichtesten gelingt das bei der Mehrfeldersaite mit feldweise konstanter 
Dichte und ebensolchem Querschnitt, wie er durch Abb. 9a dargestellt ist. Aber 
auch in diesem Falle ergibt sich, daB die zweite der Ubergangsbedingungen in (71) 
nicht mehr gilt und durch eine allgemeinere ersetzt werden mu8, die erweist, dab 
die bisher vorausgesetzte Knickfreiheit der Auslenkungsfunktion nicht mehr zu Recht 
besteht. Das kann am kiirzesten mittels des Prinzips von Hamilton gezeigt. werden 
und deshalb soll auf die Formulierung (34) des allgemeinen Eigenwertproblems als 
Variationsaufgabe zuriickgegriffen werden. Gl. (34) lautet: 

1 
O) i [n’2? —_uooln?—uok rn] dé + x9 no? + 24 mt = 0, (34) 

0 
Es soll nun (34) fiir die Zweifeldersaite mit konstanter Dichte und konstantem Quer- 
schnitte in jedem Felde mit den Zeigern / und r angewendet werden. Dann folgt: 


6(J, + J,) = 6 icc — uo o,1,) 4)? — ue, Kin?) dé + 
0 
1 


ao | [1 —uoo,T,) y,'2 — u 0, Ky Hy] dE + 29 Hie? + 4 nea =O, (96) 
Hierin sind die Konstanten wu, o, x), ~, und ebenso og, J, K durch (14) und (15) er- 
klart, wobei die letzteren drei Konstanten in jedem der beiden Felder verschiedene 
Werte besitzen kénnen, was durch die beigefiigten Zeiger zum Ausdrucke gebracht 
worden ist. Fiir den Zweck der Herleitung der erwihnten Sprungbedingung ist aber 
die Annahme der Konstanz der Funktionen 0, J, K in jedem Felde gar nicht notwendig 


32 Man vergleiche insbesondere Gl. (2, 12), S. 593, der in FuBnote 29 erwaihnten Arbeit von 
A. Erdelyi, in der auch Naherungswerte fiir die Eigenfrequenzen mittels asymptotischer Dar- 
stellungen der Whittakerschen Funxtionen gewonnen werden. Eine Fehlerabschatzung der so er- 
hal.enen Ergebnisse mittels der verbesserten Methode von Weinstein [Proce. Nat. Ac. 20 (1934) 
p- 529—532] enthalt die sehr wertvolle weitere Arbeit von A. Erdelyi: Eigenfrequenzen in- 
homogener Saiten, Zamm 18. Bd. (1938), S. 177—185. 
25% 
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und es sollen daher — bis auf die zu fordernde einmal stetige Differenzierbarkeit — 
diese Funktionen zunachst ganz allgemein vorausgesetzt werden. 

Fiihrt man nun in (96) die angezeigte Variation durch und beachtet, da man 
fiir das linke Feld durch Teilintegrationen folgende Umformungen der einzelnen 
Integrale vornehmen kann: 

\ qu! Om’ dE = Hy) dm| — | nr’ 6n, dé. 
. 0 0 0 , 


—uo\ 0,1, On; dé = — uo o,1, ny bn, 
‘ 0 


+ uo | (etim’y dm dé 
0 


und da8 ganz analoge Umformungen auch fiir das rechte Feld gelten, so erhalt man 


a“ a“ 0 a 
mr Oz} — UG OL, my" ONi| + Ho M1 5m|— | [mi — wo (atin) + ue Ki ni) On, dE + 
0 0 6 
1 1 ee 
+,’ One| —uoo,1,%, Or + 21 Ny ON, sh [n,"” — wo (OrL, Mr)’ + U 0, Ky Hy] On, dE = O. 


Bedenkt man, daB diese Gleichung fiir véllig beliebige Variationen 67;, dy, erfillt 
sein muB, sofern sie nur an der Stelle = « wegen der ersten Ubergangsbedingung 
daselbst stetig aneinander schlieBen, somit den folgenden Forderungen 


6, (0) = beliebig; 67, (1) = beliebig; 07, (~) = 6, (x) (97) 
gentigen, so erhalt man zundchst wegen des notwendigen Verschwindens beider Inte- 


granden die Differentialgleichung (16) fiir beide Felder bestiatigt, wahrend die ubrigen 
10 Terme wegen (97) nunmehr die Ubergangsbedingung : 


ma’ (x) [1 — woo, («) Lr (o)] = apr’ (%) [1 — wo @, (x) Ly (o)] (98) 


sowie die Randbedingungen (17a) fiir 7, und (17b) fiir 7, ergeben. Die Saite geht 
also gemaB (98) bei Beachtung der Rotationstragheit nicht mehr knick- 
frei durch die Trennungsstelle &=—.« beider Felder hindurch. 

Daher wird nun an Stelle der Frequenzgleichung (73) eine allgemeinere Beziehung 
treten. Die Losung der Gl. (16) fiir @, A, J konstant lautet fiir beide Felder: 


"= A;sin Vette u oy Ba :] + B,cos (/ soft Gages :)); | 


uo ol, weeds (99) 
p= A sin ( pee oe ) + B,.cos (V/ ses :| | 
ir r l—wopdes ee 1—uco,I, >} 


Hierin sind A,, B,, A,, B, vier Integrationskonstanten, die durch Erfiillung der 
ersten Randbedingung in (71) durch 7,, der zweiten durch 7,, sowie der ersten Uber- 
gangsbedingung in (71) und der in (98) in ihren Verhiiltnissen bestimmt werden kénnen. 
Man erhalt vier lineare, homogene Gleichungen fiir diese Konstanten, deren ver- 
schwindende Determinante nach lingeren Rechnungen die Frequenzgleichung liefert : 


(x9 0,2 + 21 02) te (wy oc) te [00, (1 — )] — 2 (29 %1 — 2) te [20, (1 — x)] — 


— U, (%o %, — v,*) tg (Ww, «) — (x9 + %,) 0, 0, = 0; 


=VueKi(l—uoeh); % = Via (wae): (100) 
jan ugk, oy tO, Ky 
wy xs : w, =| ary - 


Beachtet man die Rotationstrigheit nicht, so wird in (100) mit o = 0 zuniachst 


0; == ee Vu 6; yy) Re ees Vy uo, K, 
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Setzt man ferner gemaB (14) und (70) 


U=Ue,K,, Up = U Oy Koy 
so hat man wegen (72) 


1K 
Uy, = Uy OK "Uy A, 


somit 
v=uy=we v2=uUuA=—weA 
und erhalt aus (100): 


(om A + x mr) tg (Ven x) tg [Vu A (1 — oe)] — Ver (%0%, — we A) tg [Vu (1 — a) — 
a Vr, A (2g 24 — U,) tg (Va, «) — (9 + #4) Uy a = 0. 


Teilt man diese Gleichung durch |/u,, so erhalt man sofort wieder (73), das somit 
eine willkommene Kontrolle erfaihrt. Wird anderseits in (100) « = 0 gesetzt, so folgt, 
wenn jetzt die zwecklosen Zeiger weggelassen werden, durch v, geteilt und 9 = K =I=1 
gesetzt wird, da nun allein der zweite und vierte Term in (100) verbleiben: 


ra 


U 


[x %, — u (1 — wa) ] tg (/ ina + (x9 +) u(l—ue) =0 
oder 
(my +m) Vu — wa) 


t / 
g| Awe ull—ua)—x, x, 


womit wieder die Frequenzgleichung (20) gewonnen ist. Dasselbe Ergebnis erhalt 
man auch, wenn man « = | setzt und dann (100) durch », teilt. 

Ist die durch Dichte- bzw. Querschnittsinderung bedingte Belegungsfunktion in 
einem Saitenfelde nicht mehr konstant, so wird man im allgemeinen bei Beachtung 
der Rotationstrigheit keine geschlossenen Lésungen fiir die Auslenkungsfunktion 7 
mehr angeben kénnen. Selbst in dem einfachen, durch (75) dargestellten Falle, fiir 
den man 0 J = c (x + 4 &) annehmen kann, ergibt (16) fiir 7 die Differentialgleichung: 


nl! —woel[(e + AEP nT + (% +28)n =0, 


zu deren Lésung man Reihenansitze bendtigt. In solchen Fallen ist es zweckmaBiger 
und auch im allgemeinen mit geringerer Rechenarbeit verkniipft, wenn man sich 
eines der oben beniitzten Naherungsverfahren bedient. 

Das Ritzsche Verfahren verlangt Ansiitze, die die Randbedingungen (17a, b) 
erfiillen, wie dies z. B. die Ansitze (24a, b) fiir konstanten Querschnitt tun. Liegt 
keine Konstanz vor, so kann diesem Umstande durch eine geringe Verallgemeinerung 
dieser Ansitze entsprochen werden, in denen neben den Faktoren wo noch die 
GréBen (0 1), bzw. (o J), auftreten. Mit diesen Ansiitzen, die allerdings selbst den 
unbekannten Eigenwert wu enthalten, geht man dann in die Variationsgleichung (34) 
ein und verfahrt, wie oben im Anschlusse an (37) beschrieben wurde. Freilich werden 
dann alle Gleichungen wesentlich komplizierter. Selbst bei Einfiihrung nur eines 
Ansatzes, etwa in (34), ergibt sich bereits eine Gleichung 5. Grades fiir u, von deren 
Wurzeln natiirlich nur eine die Grundfrequenz annihert. Man stellt sie leicht fest, 
indem man zunichst den kleinen Wert o = 0 setzt und dann die Anderung dieses 
Wurzelwertes fiir o + 0 bestimmt. 

Will man sich analog des Verfahrens von Grammel bedienen, so geniigt es zur 
Bestimmung der Ausdriicke G ye G os G bs nach (60) nicht, einfach mit den Ansitzen (24a, b). 


in diese Gleichungen einzugehen, die den Kern (58) enthalten, der fiir nicht beachtete 
Rotationstragheit gewonnen wurde. 
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Um die Verallgemeinerung dieses Kernes zu erhalten, setzen wir nach Abb. 10 
fiir die statischen Auslenkungsfunktionen y, links der Last P und yp, rechts von P 
die Linearfunktionen an: 


Y,=A, +B, x(0SuSt) baw. yp =Ap + Beri se Sl) (101) 
und bedenken, da8 im Knoten x =¢ Kraftegleichgewicht herrschen mu8, was die 
Gleichung S- sina +S-sinf = P 
oder auch wegen der Kleinheit 
der Winkel « und 6 


Stga+Stgp=P 


bedingt. Mit den nach Abb. 10 
leicht verstindlichen Gleichungen 


Abb. 10. Die statische Durchsenkungsform einer Saite d 
mit elastisch befestigten Enden unter einer Einzellast P. tg f= — Yp se a 
erhalt man als erste Beziehung zwischen den vier Konstanten Ans BA . B,: 


Je 
Bae (a) 


zu der sich wegen y, (¢) = Yp (t) an der Stelle «+t die weitere Gleichung 
A (b) 
gesellt®®. Zwei weitere Beziehungen erhalt man durch die Randbedingungen (10a, b), 
die von y, bzw. yg erfillt werden miissen. Man erhialt so 
SB,—P rojo B,—kjA.=9;  SBg—Kr,J,B, + k,(Ag + Bel) =90. (e), (@) 
Durch Auflésung der Gl. (a) bis (d) erhalt man nach langeren Rechnungen: 
A.=Zy [8 —Bridi + hy (l— 1] (8 — Bro Jo), 


Te 
As= gy (S—Pridit kl) (S—ProJy + kot), 


By = Fy US — I) by + by ky L— 8), : (102) 


Bs =n | (S — ry Jo) ky — ky kit], 
N = 8 (ky + ky) — FB (ro Fg ky + 11S ky) + hy kyl. 


Fihrt man (102) in (101 ein, so erhalt man nach liingerer Rechnung: 


a 


Pp 
Ya = FS — EB (roJot+rdi) + (l— ty + w hey + 
1 ; 
+ {kro Sor J: —b [roy (l—t ky +r, ako] + (1—2) x ky ky}! 
iir OS 2 SeR 
i 
Ys = FS —Blrodotridi) +0 — a) het thy + 
1 
+ <9 {ht rod oti dS, —  [roJ (1 — x) ky +r, J tho] + (l— 1) ty ky} 
rt Sak 


\ (103) 


* Die Gl. (a), (b) stimmen mit den ebenso bezeichneten Gleichungen der unter FuGnote 1 
genannten Arbeit 8. 44 ebendort iiberein. 
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Beim Schwingungsvorgange tritt aber nach Abb. 1 an Stelle der hier beliebig 
angenommenen Kraft P am Orte x =¢# bei Beachtung von (7) 


1. die elementare Trigheitskraft (wobei jetzt die Zeit mit ¢ bezeichnet ist) 


aT es =r qd ot = erg QauX WTO: 


2. die Querkraftdifferenz, die nach (4) der Rotationstragheit ihre Existenz ver- 
dankt 
Oy 


d aX (t) 
at at? 


dt = — |r (t) J (t) de F (i). 


O ra) 
2 a= hos 


Diese Tragheitskrafte rufen, wenn man sie statt P in (103) einfiihrt, fir 0 < « <t 
die elementare Auslenkung dy, (2, ¢) und fiir ¢ < « <1 ebenso die elemmentare Aus- 
lenkung dy, (x,t) hervor. Man gewinnt die gesamte endliche Saitenauslenkung, 
wenn man alle Traigheitskrafte erfaht und die so gewonnenen Elementarauslenkungen 
summiert, was wegen der Linearitait der Differentialgleichung (9) zulassig ist. Man 
erfaBt aber alle Tragheitskrafte, wenn man nach EKinfiihrung derselben in (103) nach ¢ 


fiir yg zwischen 0 und x und fiir y, zwischen x und / integriert. In zusammengefaBter 
Darstellung erhalt man so (mit der Schreibweise X statt y und nach Kiirzung durch T'(t)) 


Xe =F [||s— Merde try +0 h + thy t+ be rdorid | 
a 
Fr Joll — 2) bs + rJuthe] + —2)thako] fr aX — | 
—F rms So |\ ae 4 i[s er loins (ia. tyke ke (104) 
+e (Mr Sori Sy — B [ro To (bt) ky + yx hy] + (8) 2 hy by} 
fa OXO — 4 [rod Oh atl. * 


N ist hierbei in (102) erklart. 

DaB die Integrodifferentialgleichung (104) in der Tat im Falle der Mitbetrachtung 
der Rotationstrigheit ebenso das ganze Eigenwertproblem, das heiBt also die 
Differentialgleichung samt Randbedingungen umschlieBt, wie die unten angegebene 
Integralgleichung im Falle nicht beachteter Rotationstragheit, erkennt man leicht 
folgendermafen: Differentiert man (104) nach a und beachtet dabei die veranderlichen 
Grenzen, so erkennt man, da sich die Terme auBerhalb der Integrale wegen der 
Symmetrie der in der ersten eckigen Klammer stehenden Greenschen Funktion, 
wie sie auch in diesem allgemeineren Falle genannt werden médge, wegheben, so dak 
verbleibt: 


or } 
GERI bt perth —teobl rng x0 — | 
0 
l 
— Flr TON dt + | ho + gl—BrIuky + 1 (105) 
+ ¢—orsta} 01 0x 0 —f Osa} | 
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Setzt man nun in (104) und (105) zunachst 2 = 0, so verschwinden jeweils die ersten 
Integrale und es verbleibt mit der abkiirzenden Bezeichnung 4 (t) 


H()=r()qoxXO-F OO (106) 


ud 
X, =H l{s— Boo trd) +t ky + redo d:— Broo(l— 1) hay HO at 
0 (107a) 


ae) = ih | = (- 2 ry Jy ky + (Ut) kg hy] H (0) dt. (107b) 


dx }» 


dX | é 
Aus (107b) bilden wir nun den Ausdruck (S — k?r, Jo Nae und finden: 


(S — kroJe) (F—) = 


rhe ifs Blood +rJi) + (1-1 ky + 


+ [ito Totidy — ro So (lt) ky]} H(t) dt = hy Xo, 


wie der Vergleich mit (107a) ergibt. Es besteht also die Beziehung 

SX, —hrodgXyo —h XA, — V 
und das ist gerade die erste Randbedingung (10a) an der Stelle x = 0. Setzt man ebenso 
in (104) und (105) 2 = J, so erhalt man mit der in (106) eingefiihrten abkiirzenden 


Bezeichnung H (é): 
l 


X= F\{S— Broo + rd) tthe + reTori di — Bri Sit kol\ H (i) dt, (108a) 
0) 
1 
dX ke ae es 
(Fe i Br \{— ka +e hoo kr — t ho kn]! H(t) dt. (108b) 
0 
Bildet man nun analog den Ausdruck (S — k? 7, J ie ~\ so erhalt man: 


dX Ze 


(S a4 ker, J,) (eh 7 


( 
t 

whi \{—S +B ro, + rid) — thy — 
0 


1 
_ g LM rod otid, — ieee: (t) dt = — k, X,. 
Es besteht somit die Beziehung 
SX,’ = kar, Syke +k, X, = 0 
und dies ist gerade die zweite Randbedingung (10b). 

Differentiert man nun (105) nochmals nach 2, so verbleiben jetzt, da der Inte- 
grand x nicht mehr enthalt, nur die Glieder auBerhalb der Integrale und man erhiilt: 
@X  k* ff 
dz? WN \ 


1 ; 
k, + 3 (ker oJ ok, — 2k, k,)| A (x) — 


| 
ky — gy UP ri Sy hy — (U— 2) ky kyl] (a) = 
— arg (S (ho + hy) — (ro Toki +r Sike) + hy hil] H (a) = —~ H (a), 


denn man erkennt im Ausdruck in der eckigen Klammer wieder die in (102) eingefiihrte 
GréBe N. Somit geniigt X (#) der Differentialgleichung: 


SX” =—H (2) = [(r TX’)! — rq X], 
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womit wieder die Differentialgleichung (9) erhalten worden ist. Die Integrodifferential- 
gleichung (104) ist somit dem durch (9) und (10a, b) umschriebenen Eigenwertproblem 
aiquivalent. 

Fuhrt man auch in (104) die durch (14) und (15) erklirten dimensionslosen GréBen 
ein, so erhalt man nach lingeren Rechnungen in zusammengefaBter Schreibweise: 


1 
n (6) =| K (8,1, u) {0 (c) K (x) 9 (t) — 0 & |o (x) (x) 
0 


\ dr 


| 

( 1+ 4% + (1—§)x,—wo {ool [1+ (1—&) 4] + | 
ee ee, ee os<r<e, f (109) 

K(é,1,u)= 0 1 Qo Lo 1 11, % 0% | 

| J 


1+ Ex + (lL—t) x,—wo{eoIy [1+ (1L—t) x) + 
+ at, [1+ &xo]} + u*o* ool 0 @1 Ty + (1) & 9% 
Xo + %,— UG (Oo In + 0,1, %o) + %q %y ‘ 


IIA 
at 
IA 


Gl. (109) stellt eine hinsichtlich 7 lineare, homogene Integrodifferentialgleichung dar, 
deren Kern K (&, t, w) zwar hinsichtlich €, t+ symmetrisch ist, der aber neben anderen 
Konstanten (0, Zo, @1, 11, 6, %9; %,) noch den Eigenwert wu in Form einer gebrochenen, 
rationalen Funktion enthalt, deren Ziahler in « quadratisch und deren Nenner in wu 
linear ist. Fiir nicht beachtete Rotationstriigheit geht (109) mit o = 0 iiber in die 
homogene, lineare Integralgleichung 

1 

9 (§) =u \ K (, t) @ (t) K (t) 9 (t) de (110) 

0 
mit dem in (58) angegebenen, hinsichtlich &, t symmetrischen Kern K (£, 7), der nur 
noch die Konstanten x», x, der elastischen Befestigung der Saitenenden und vor allem 
nicht mehr den unbekannten Eigenwert w enthalt. 

Aber auch wenn die Rotationstragheit nicht vernachlassigt wird, enthalt der Kern 
K (&, 7, w) in (109) den Eigenwert w nicht mehr, wenn die Enden der Saite fest sind. 
Mit x, —> co, x, > co geht dann namlich K in (109) in den sog. ,,Musterkern“ (58a) 
iiber und die Rotationstragheit auBert sich dann nur noch im zweiten Term der 
durch (106) eingefiihrten Funktion H. 

Will man nunmehr das Grammelsche Verfahren, das sich bereits in dem ver- 
wandten Falle der Ermittlung der kritischen Drehzahlen von Wellen bei Beriicksichti- 
gung der Kreiselwirkung der aufgekeilten Scheiben gut bewahrt hat**, auch bei 
Beachtung der Rotationstragheit heranziehen, so hat man mit einem der Ansitze 
in (24a) oder (24b) gemif (109) die Iteration 7 (£, u) 


1 4 
7m (Eu) =| K (8.2.0) {0 (2) K () y(t, 0) — 0 Ge Joe) Nhe (1) 
é 
zu bilden, die dann den Eigenwert wu in komplizierterer Weise enthalten wird: Einmal, 
weil ihn schon die Ansitze (24a, b) enthalten, dann aber auch, weil er nach der Vor- 
schrift (111) auch noch im Kern K (é,t, uw) gemaB (109) in der besprochenen Weise 
auftritt. Es werden somit statt (64) und (65) wie auch beim Ritzschen Verfahren 
hohergradige Gleichungen auftreten, deren interessierende und wegen der mitbeachteten 
Rotationstragheit zu verschiirfende Wurzelwerte man aber zunachst naiherungsweise 
nach den Gl. (64) und (65) fiir o = 0 bestimmen wird. Im Besitze dieser Naherungs- 
werte kann man aber dann dieselben leicht durch die erwihnten hohergradigen 


34 Man vergleiche die in FuBnote 25 erwihnte Se a a von Fehrle, Abschnitt 5, 8. 55 
bis 63 und Beispiele S. 91. 
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Gleichungen verscharfen, die man fiir o + 0 gema® (60) und (111) erhalt. Da o in 
jedem praktischen Falle nach (14) eine sehr kleine GréBe darstellt und daher die 
niedrigen Eigenwerte wu kaum wesentlich geindert werden, so kann die beziigliche 
Rechnung unterbleiben. Fiir die héheren Eigenwerte aber wird man méglichst ver- 
suchen, durch asymptotische Entwicklungen die Wurzelwerte der Frequenzgleichungen 
leichter bestimmbar zu gestalten®*. Von einer Ausdehnung dieser Betrachtungen 
auf eine Mehrfeldersaite, die unschwer vorgenommen werden kénnte, mdge an dieser 
Stelle abgesehen werden. 


VII. Die Methode von Kellogg und Vergleich der einzelnen Niherungsverfahren. 


In der vorliegenden Arbeit wurden insbesondere die Verfahren von Ritz und 
Grammel fiir das vorliegende Problem einander gegeniibergestellt und der Nutzen 
ihrer gleichzeitigen Anwendung aufgezeigt, wahrend in der unter FuBnote 1 erwahnten 
Arbeit hauptsichlich das Iterationsverfahren in Verbindung mit der Integralgleichung 
des rotationsfreien Problems zur Darstellung gelangte. Letztere kann auch nach dem 
Verfahren von Kellogg** ausgenutzt werden, indem man in dieselbe mit einer 
,normierten Ansatzfunktion““ n 

Qn — —— 
Vy nP dé aa 
0 


eingeht, dadurch die verscharfte (iterierte) Naherung 7, erhalt und damit eine obere 
Schranke fiir den ersten Higenwert u, gemab 


< = (113) 


gewinnt, und zwar auch dann, wenn 7, nicht einmal die Randbedingungen erfiillt, 
was dann natiirlich 7,, wegen K (£, 7) tut. Sei z. B. 7, = 1 gewahlt, so findet man 
aus der Integralgleichung (110) mit dem Kern (58), wobei w= 1 zu setzen ist, fiir 
die homogene Saite mit 90 = K = 1 einfach: 

i 


in (€)=\K Ede =T(1+ Zee &) 4 - (1 — )4 “oe (E—®)); 
0 


VY = Hy homey + eg 445 (114) 
Cie pegs Bei ee) 2£ 
dé » \%o ( S) ae ha eu grldaeelis (114a) 
Hieraus folgt 
1 dinn (0 

in(O) = (1+); Ae =e (1 4 2), 
- sae 1 % . dij, (1) 4, /( 
fin (1) ==(1 +}; dé = ‘ (1 + 2 ), 


woraus man die Erfiillung der Randbedingungen (18b,c) erkennt. Fiihrt man 
nun (114) in (113) ein, so erhaélt man nach liingeren Rechnungen: 


(x9 + Hy + °%9 %) V/ ‘120 


*i < "pa Bt a Sm Te (5) 
; al + 0% + 80 x, + 16 x3 + 22 x9 % + 16 2,2 + 7 x62 2; FT My 02 + nohve 4? 


*° Man vergleiche die in FuBnote 29 erwiihnte Arbeit von A. Erdelyi, insbesondere die Ab- 
schnitte 3 bis 5, 8. 595—604 und Weiterfiihrung in der Fu8note 32 erwihnten Arbeit von A. 
Erdelyi. 

by Man vergleiche z. B. G. Wiarda: Integralgleichungen, 1930, insbesondere 8. 127 und die 
Originalarbeit von O. D. Kellog: On the existence and closure of sets of characteristic functions 
(Math. Arm. Bd. 86 (1922)). 
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In der Spalte 8 der Tab. 4 sind die nach (115) berechneten Schranken angegeben 
und man erkennt [in Anbetracht der Tatsache, daf 7, = 1 die Randbedingungen (18b, c) 
nicht erfiillte], die verhiltnismiBig gute Ubereinstimmung mit den strengen Werten. 
Kine bessere Ubereinstimmung wird man mit der Ansatzfunktion 7, in (42) er- 
warten diirfen. Normiert man sie nach (112), so erhalt man, wie man erkennt: 


Nic re (116) 
worin A durch (47) gegeben ist. Die Kinfiihrung von (116) in die Integralgleichung (110) 
mit dem Kern (58) und mit w= 1 ergibt nach lingeren Rechnungen®’: 
= 1 
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Fuhrt man schlieBlich (117) in (1138) ein, so erhalt man nach langen Rechnungen 
fiir w, die obere Schranke: 
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+ 262%) + Resi (6, + ms”) + oe (x9 Mz — 37) 
Ist z. B. das linke Ende unverschieblich, so erhilt man mit x) — oo aus (118): 


1 I 
yel+m; A= Z(l6+74+%7), b= 7y(8+ 5%, + 4’) 


/ (118a) 
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und ahnlich ist zu spezialisieren, falls das rechte Ende unverschieblich ist. Auch die 
nach (118) bzw. (118a) berechneten Schranken sind in Spalte 8 der Tab. 4 ange- 
geben und man erkennt die — allerdings mit groBem Rechenaufwand erkaufte — 
viel bessere Ubereinstimmung mit den strengen Werten w,,,. Trotzdem stimmen sie 
noch schlechter als die Grammelschen Werte mit w,,, tiberein. 

Man darf daher im Zusammenhalt mit der unter FuBnote 1 erwaihnten Arbeit 
des Verfassers vergleichsweise folgendes sagen: Fiir eine rasche Gewinnung oberer 
Schranken nur des ersten Eigenwertes kann man bei giinstiger Wahl der Ansatz- 
funktionen unter Umstinden mit dem Verfahren von Kellogg rasch zum Ziele kommen. 
Mit denselben Ansatzfunktionen erreicht man aber bei den besprochenen drei anderen 
Verfahren wesentlich mehr. Die geringste Rechenarbeit erfordert im allgemeinen 
das Ritzsche Verfahren, das sich auch zur direkten Berechnung hoherer Kigenwerte 
gut eignet, wenn man ein System orthogonaler Funktionen als Naherungsansatze 
benutzt. Hierdurch wird das Auflésen héhergradiger Gleichungen vermieden, die 
Rechenarbeit also sehr herabgesetzt und trotzdem eine verhiltnismaBig groBe Schiarfe 
der Ergebnisse erwirkt. Das Grammelsche Verfahren erfordert mehr Rechenarbeit, 
liefert aber die oberen Schranken wesentlich genauer. Da es nur Integrationen erfordert, 


37 Man vergleiche die Gl. (36a) mit w= 1 und (37) der in Fu note | angefihrten Arbeit 
ebendort 8. 59, 
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kénnen — und dies gilt im behandelten Falle insbesondere bei Beachtung der 
Rotationstrigheit — mit groBem Vorteil die sehr genauen Quadraturverfahren an- 
gewandt werden, die bei numerischer Behandlung zur Verfiigung stehen. Die Integral- 
gleichungsmethode, insbesondere in Verbindung mit der Eigenwertbestimmung durch 
Mittelwertbildung, liefert gute Naherungen und eignet sich auch zur direkten Be- 
stimmung héherer Eigenwerte, doch kann bei gewissen Mittelwertbildungen das 
Fehlervorzeichen nicht immer angegeben werden. Mittels iterierter Kerne liefern 
die Integralgleichungsmethoden aber sehr erwiinschte untere Schranken. Vorhandene 
Inhomogenititen und besonders die Mitbeachtung der Rotationstragheit erhdhen in 
jedem Falle die Rechenarbeit betriichtlich. Die Gleichungen, die fiir diese Falle zur 
Verfiigung gestellt wurden, kénnen, aber voraussichtlich als Grundlagen zur Ge- 
winnung allgemeinerer Aussagen dienen*®. 
(Hingegangen am 16. Mai 1955.) 


Alle in Heft 2/3, Band IX (1955), erschienenen Arbeiten 
wurden Herrn Professor Dr. Karl Federhofer 


zum 70. Geburtstag gewrdmet. 


Buchbesprechungen. 


Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung. Von A. Duschek-A. Hochrainer. 
In drei Teilen. III. Teil: Anwendungen in Physik und Technik. Mit 25 Textabb., 
VI, 250 S. Wien: Springer-Verlag. 1955. S 144.—, DM 24.—, sfr. 24.50, $5.70, £ 2/1/-. 


Der vorliegende 3. Band, mit dem das Gesamtwerk nunmehr abgeschlossen vorliegt, bringt 
in konzentrierter Form eine Einfiihrung in diejenigen Gebiete der Physik und Technik, die fir 
die tensorielle Behandlung besonders geeignet erscheinen. Es ist dabei fast ein kleines, mit 
Klarheit und Sauberkeit geschriebenes Kompendium der klassischen theoretischen Physik ein- 
schlieBlich der Relativitatstheorie herausgekommen. Begonnen wird mit den Grundbegriffen 
der Kinematik und Kinetik des Massenpunktes, des Punktsystems und des starren Kérpers. 
Als Anwendungsbeispiel werden der kraftefreie symmetrische Kreisel und die Schwingungen eines 
elastisch gelagerten starren Kérpers behandelt. Dann wird zur Elastizitiitstheorie ibergegangen, 
in der eine Analyse des Verzerrungszustandes gegeben und dann der Spannungstensor und das 
Hookesche Gesetz eingefiihrt wird. Der Abschnitt schlie8t mit einer kurzen Diskussion der 
Wellenausbreitung in elastischen Medien. Der nachste Abschnitt bringt eine ganz knappe Dar- 
stellung der Grundlagen der Fliissigkeitsmechanik, wobei vor allem das Bestreben deutlich wird, 
zu zeigen, daB auch auf diesem Gebiet die von fast allen Autoren verwendete sogenannte 
symbolische Schreibweise (das Buch von Oseen bildet eine der wenigen Ausnahmen) durch die 
Tensorschreibweise ersetzt werden kann. Die nachsten Paragraphen befassen sich als Einleitung 
zu den folgenden Abschnitten mit vektoriellen Doppelfeldern. An diese schlieBen sich dann die 
Warmefelder, das elektrostatische, magnetische, elektrische und elektromagnetische Feld an. 
Als Spezialfall werden quasistationiire und schnell veriinderliche Vorgiinge behandelt. Der Rest 


** In einer weiteren Arbeit des Verf. sollen in ahnlicher Weise die Liings- und Querschwingungen 
von Keilen und Staben untersucht werden, 
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des Buches ist der speziellen und allgemeinen Relativititstheorie gewidmet, die ja ein ideales 
Anwendungsgebiet der Tensorrechnung darstellt. 

An kleinen Unschirfen, die aber den vorzuglichen Gesamteindruck, den das Buch macht, 
nicht beeintrachtigen kénnen, sei erwaihnt, daB z. B. in der Elastizitatstheorie die Symmetrie 
des Spannungstensors fiir den Fall des Gleichgewichtes bewiesen, dann aber ohne weiteres auf 
den bewegten Kérper iibertragen wird. Weiters wird dort zwar der Verzerrungstensor in voller 
Allgemeinheit, ohne Beschriinkung auf kleine Verschiebungen eingefiihrt, beim Spannungstensor 
aber werden die Gleichgewichtsbedingungen stillschweigend am unverformten Korper aufgestellt, 
also kleine Verschiebungen vorausgesetzt. Die abgeleiteten Gleichungen bleiben zwar auch fiir 
endliche Verschiebungen richtig, doch bedeuten die o;; dann nicht mehr die Spannungskomponenten 
im Ublichen Sinn. 

Seine wesentlichste Aufgabe, die Eleganz und Ubersichtlichkeit des Tensorkalkiils vor- 
zufuhren und ihm auch in Gebieten der angewandten Mcthematik Eingang zu verschaffen, in 
denen er bisher nur recht zégernd oder gar nicht verwendet wurde, erfiillt das Buch zweifellos 
in ganz ausgezeichneter Weise. H. Parkus, Wien. 


Hohere Algebra. Von W. UL. Ferrar. Mit 31 Textabb., 3368S. Miinchen: R. Oldenbourg. 1954. 
DM 18.50. 


Von dem in England iiberaus erfolgreichen Werk liegt nunmehr der zweite Band in der 
deutschen Ubersetzung vor, der auf der Grundlage gediegener Mittelschulkenntnisse auch ohne 
Kenntnis des ersten Bandes lesbar ist. Es werden darin endliche und unendliche Reihen, Theorie 
und Anwendung der komplexen Zahlen, Differenzengleichungen und ihre erzeugenden Funktionen, 
algebraische Gleichungen, Partialbruchzerlegung und Kettenbriiche behandelt. Da in dem Buche 
auch einzelne Fragen der numerischen Auflésung von Gleichungen behandelt werden, war es 
notwendig, auch den Begriff der Stetigkeit einer Funktion — allerdings unter alleiniger Berufung 
auf die Anschauung — einzufiihren. 

Die lebendige und leicht faBlich geschriebene Einfiihrung in die klassische Algebra verzichtet 
bewuBt auf eimen streng systematischen Aufbau der Darstellung und bemiiht sich, dem Leser 
die Erarbeitung des Stoffes an der Hand vieler durchgerechneter Beispiele zu erleichtern. Hierzu 
tragt iiberdies auch die reichhaltige Sammlung von Ubungsaufgaben mit ihren Lésungen bei. 
Dem Buche diirfte auch im deutschen Sprachgebiet eine weite Verbreitung gesichert sein. 


R. Inzinger, Wien. 


Analysis of the Premature Structural Failures in Static Tested Aireraft. Von L.S. Jablecki. (Mit- 
teilungen aus dem Institut fiir Flugzeugstatik und Flugzeugbau an der Eidgendéssischen Tech- 
nischen Hochschule in Zurich. Herausgegeben von M. Rauscher: Nr. 3.) Mit 65 Textabb., 
100 8. Ziwich: Verlag Leemann. 1955. 


Die vorliegende Veréffentlichung ist eigentlich nicht als Dissertation im landlaufigen Sinn 
anzusprechen, denn sie bringt nicht die Beweisfiihrung einer ,,These‘‘ mit den zugehérigen mathe- 
matischen oder experimentellen Unterlagen, sondern sie ist vielmehr die statistische Auswertung 
einer groBen Zahl von Bruchversuchen. Als Angehériger der amerikanischen Luftwaffe hatte 
der Verfasser Gelegenheit, eine sehr groBe Zahl von Daten zu sammeln, die sich auf die Ergebnisse 
statischer Belastungsproben beziehen. Die Art der Auswertung ist vor allem dadurch sehr be- 
merkenswert, daB die statistische Zusammenfassung den verhaltnismaBigen Anteil der einzelnen 
Flugzeugteile am endgiiltigen Versagen klar herausstellt. AuSerdem konnten auch Kurven fur 
den ,,Bruch-Erwartungswert‘‘ ermittelt werden, die angeben, in welcher Weise die Wahrschein- 
lichkeit eines Versagens mit der Annaiherung an die maximale Belastung zunimmt. Das Resultat 
dieser Arbeit ist also vor allem fiir die Ubernahme von Flugzeugen sehr aufschluBreich, aber auch 
schon fiir die Festigkeitsberechnung beim Entwurf und — wie der Verfasser selbst erwahnt — 
bei der Entscheidung, ob der groBe Kostenaufwand fiir eine Bruchprobe notwendig ist. 


L. Kirste, Wien. 


Der Blechwerker und die Grundlagen der Metallbearbeitung. Werkbuch fiir Schwer- und Leicht- 
metallverarbeiter. Von E. Maasz. Mit 1261 Textabb., XII, 388 S. Miinchen: R. Oldenbourg. 


1955. Geb. DM 68.—. 


Mit diesem Buche wird die Absicht verwirklicht, dem Schwer- und Leichtmetallarbeiter 
ein zusammenfassendes Werk iiber die Blechbearbeitung in die Hand zu geben. 

Der erste Teil des Buches geht in ausfiihrlicher Weise zunachst auf die wichtige Vorbereitungs- 
arbeit der rein geometrischen Zuschnittsermittlung ein und gibt zahlreiche Einzelbeispiele fur 
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die verschiedensten Formkérper aus Blech wieder und behandelt auch die Zuschnitte fiir die 
Ronden von Ziehk6érpern. ; 

Der folgende Teil des Buches ist dem eigentlichen Arbeitsverfahren und Arbeitsmitteln vom 
Zuschnitt bis zum Fertigteil gewidmet und es werden dabei in griindlicher Weise die Werkzeuge 
und Maschinen zum Messen und AnreiSen, zum Trennen, spanlosen Umformen der gewalzten 
oder gezogenen Halbzeuge aufgeziihlt und beschrieben. Die Ausfihrungen liber die spangebende 
Formung sind nicht ganz organisch eingegliedert. Andere Abschnitte des Buches sind der Blech- 
fugetechnik, emem Uberblick iiber die Nichteisen-, Eisen- und Kunststoffwerkstoffe mit Hinweisen 
auf deren wichtigsten Eigenschaften und deren Warmebehandlung vorbehalten und durch Aus- 
fithrungen iiber Korrosion und Metallschutz abgeschlossen. 

Wenn auch das Grundsiitzliche zum Verstindnis der Vorgiinge gebracht wird und das Buch 
eine gute Zusammenstellung aller praktischen Blechbearbeitungsverfahren gibt, und insbesondere 
die handwerklichen Arbeiten bedacht werden, so ist es doch mehr aufzaihlender und beschreibender 
als wissenschaftlicher Natur und ersetzt keineswegs die vorhandenen Spezialwerke der Blech- 
verarbeitungstechnik. Die Miihe, welche zur Herstellung dieses sehr sauberen Buches sowohl 
hinsichtlich der Abbildungen als auch des Druckes aufgewendet wurde, hatte auch einem Inhalt 
mit héherem Niveau zur Ehre gereicht. L. Tschirf, Wien. 


Technische Elektrodynamik. Von fF’. Ollendorff. BandI: Berechnung magnetischer Felder. 
Mit 287 Textabb., X, 432 S. 1952. Geb. S 396.—, DM 66.—, $15.70, sfr. 67.50. — Band II: 
Innere Elektronik. Teill: Elektronik des Einzelelektrons. Mit 313 Textabb., XII, 
643 S. 1955. Geb. S 582.—, DM 97.—, §$ 23.10, sfr. 99.30. — Wien: Springer-Verlag. 


Das Gesamtwerk iiber die Technische Elektrodynamik des bekannten Verfassers, der 
jetzt Professor der Elektrotechnik und Vorstand des Elektrotechnischen Laboratoriums der 
Hebriischen Technischen Hochschule in Haifa und Mitglied des wissenschaftlichen Forschungs- 
rates fiir Israel ist, soll etwa sechs Bande umfassen. Bisher sind der Band I uber die Berechnung 
magnetischer Felder und der erste Teil des zweiten Bandes tiber die Elektronik des Einzelelektrons 
erschienen. Der zweite Teil soll die Elektronik von Kollektiven behandeln. In der Fortsetzung 
sollen beschrieben werden die Elektrodynamik ruhender Kérper mit der Ausbreitung elektro- 
magnetischer Wellen, die Elektrodynamik quasistationairer Felder mit den elektrischen Maschinen 
und Wirbelstrémen, die Elektrostatik, die Erscheinungen der elektrischen Festigkeit, die Elektro- 
technik der Kristalle und die technische Elektrochemie mit elektrophysiologischen Fragen. 
Schon der Plan fiir ein derart umfassendes Werk zeigt von Mut und Selbstvertrauen des 
Verfassers ! 

Wer nun an das Studium der beiden vorliegenden Bande herangeht, darf sich von dem groBen 
mathematischen Riistzeug nicht abschrecken lassen. Wie sehr z. B. im ersten Bande tiber die 
Berechnung magnetischer Felder der Schwerpunkt in der mathematischen Analyse liegt, 
zeigen schon die Kapiteluberschriften: Berechnung mittels reellerFunktionen, Berechnung mittels 
komplexer Funktionen, das Vektorpotential magnetischer Felder, Elektrodynamische Integral- 
krafte. Doch darf man ja nicht glauben, daB sich der Stoff in theoretischen Abhandlungen er- 
schépft. Nein, eine Fille von Aufgaben aus der technischen Praxis werden gelést. Es seien nur 
erwahnt: das Magnetfeld und Jochfeld von Hinzelpolmaschinen, das Feld im Nutenanker, die 
Kinematik und Dynamik der Wechselstromerregung, die Ankerriickwirkung in Wechselstrom- 
maschinen, die Stirnkopfstreuung von Wechselstrommaschinen, der magnetische Widerstand 
uberlappter Bleche, die Jochstreuung von Transformatoren, der EinfluB von Exzentrizitiaten 
auf das Magnetfeld elektrischer Maschinen, die Streuung von Autotransformatoren, das Streu- 
feld von Transformatoren mit Scheibenwicklung, die Induktivitaét von Zylinderspulen, die Strom- 
verteilung und Induktivitaét von Kafigringen, elektrische Zugmagnete, wechselstromerregte Spalt- 
pole, magnetische Spannplatten, Zugmagnete fiir. Schrott, Drehmagnete, magnetische Abscheider, 
usw. 

Unter der ,Inneren Elektronik‘, der der zweite Band seines Werkes gewidmet ist, ver- 
steht der Verfasser die Fragen, die die Erzeugung der Elektronen, ihre Bewegung durch elektro- 
dynamische Krafte und die dabei auftretenden Energiewandlungen aufwerfen. Der vorliegende 
erste Teil des zweiten Bandes beschriinkt sich auf das bewegte Einzelelektron. Hier kommt der 
Verfasser mit den Lehren der klassischen Physik und jenen der beschriinkten Relativititstheorie 
aus, wihrend er fiir die ,,Elektronik der Kollektion‘‘, die den zweiten Teil dieses Bandes bilden 
wird, ankiindigt, daB er die Gesetze der modernen Physik zu Hilfe nehmen mu. Nach einer Ein- 
leitung ber das Elektron als Korpuskel und Welle wird die langsame Bewegung des Elektrons 
im elektrischen und elektromagnetischen Felde untersucht. Ein drittes Kapitel behandelt die 
allgemeine, klassische Mechanik des Kinzelelektrons, ein viertes und fiinftes Kapitel unterrichten 
liber die elektronenoptischen Systeme der GauBschen Dioptrik und bringen eine Einftthrung in 
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die Theorie der elektronenoptischen Aberration. Den Abschlu8 schafft ein Abschnitt iiber die 
Grundlagen der relativistischen Elektronik. 

Das Bestechende an diesen Biichern ist, daB der Verfasser den Stoff nicht zasammentragt 
und lehrhaft aufbaut, sondern da® er eigene Wege geht, und mitunter Anschauungen als falsch 
erweist, ,,die man vordem keines Nachdenkens mehr fiir wert hielt‘‘, Die ersten Grindungen 
zu einem erstaunlichen Werke, dessen Bedeutung und Ausstrahlungen erst nach und nach erkenn- 


bar werden, und auf das das deutsche Schrifttum stolz sein wird! H. Sequenz, Wien. 


Réntgen-Feinstrukturuntersuchung von Metallen. Von F. Regler. (Aluminium Ranshofen. Mit- 
teilungen: Sonderheft 1.) Mit 47 Textabb., 32S. S 30.—, DM 5.—, sfr. 5.—. — Verformung 
von Aluminiumwerkstoffen. Technologische Higenschaften und Réntgen-Feinstrukturunter- 
suchung. Von HE. Nachtigall, F. Regler, H. Herglotz. (Aluminium Ranshofen. Mitteilungen: ~ 
Sonderheft 2.) Mit 64 Textabb., 518. Gro8gmain-Salzburg: Technische und Fachverlags- 
handlung F. Wessiak. 1955. S 40.—, DM 7.—, sfr. 7.—. 


In Heft 1 wird ein kurzer Uberblick iiber die Grundlagen der Réntgentechnik und die ins- 
besondere zur Réntgen-Feinstrukturuntersuchung wichtigen Verfahren in so einfacher und iiber- 
sichtlicher Darstellung gegeben, da’ dem Nichtspezialisten die Durcharbeitung umfangreicher 
Werke iiber die Réntgentechnik erspart bleibt. Dies gelingt dem Verfasser, der als prominenter 
Experimentalphysiker gerade auf diesem Gebiet itiber groBe Erfahrung verfiigt, dadurch, daB 
er dem auf anderen Gebieten tatigen Praktiker in eleganter Weise hilft, jene Schwierigkeiten zu 
uberwinden, die sich aus der stiirmischen Entwicklung der modernen Physik fiir den reinen 
Techniker ergeben und leider oft zur Ablehnung rein physikalischer Methoden fiihren. Der objektive 
Leser erkennt leicht die Niitzlichkeit einer innigeren Zusammenarbeit. 

Heft 2 bringt Anwendungen der in Heft 1 beschriebenen Verfahren, und zwar insbesondere 
auf die Untersuchung der Verformung von Aluminiumwerkstoffen. Die Zusammenarbeit zwischen 
Experimentalphysiker und Technologen zeigt, welche wertvolle Ergiénzung der mechanisch- 
technologischen Werkstoffprifung die zum Geftigeaufbau vordringende Réntgentechnik darstellt. 
Als zerst6rungsfreies Priifverfahren erlaubt die Réntgen Feinstrukturuntersuchung wertvolle 
Riickschliisse auf das Verhalten von FKonstruktionsteilen. Dem Techniker werden die Vorteile, 
die sich aus der Zusammenarbeit mit dem Physiker und der Anwendung moderner physikalischer 
ergeben, klar vor Augen gefihrt. F. Magyar, Wien. 


Aufgaben aus der Technischen Mechanik. Graphische Statik, Festigkeitslehre, Dynamik. Von 
R. Sonntag. Mit 324 Textabb., XI, 209 S. Berlin-G6ttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. 
DM 16.50, geb. DM 19.50. 


Der Verfasser hat sich das Ziel gesetzt, durch instruktive Aufgaben, die eine Anwendung der 
im Titel genannten Teilgebiete der Mechanik auf praktische Probleme darstellen, den Reiz des 
selbstandigen Durchdenkens beim Leser zu erwecken und so die Voraussetzungen fiir eine erfolg- 
reiche Durchdringung dieses Lehrgebietes zu schaffen. Er erreicht dies durch eine eingehende 
Schilderung des Lésungsvorganges, der oft mehrere Wege aufzeigt, die zum gleichen Ziele fuhren. 
Allerdings mu8 dem Leser empfohlen werden, zuerst sich selbst an den Beispielen zu versuchen 
und erst danach, wenn er der Schwierigkeiten nicht Herr wird, sich vom Verfasser fiihren zu lassen. 
Die Anspriiche, die an die Denkfiahigkeit des Lesers gestellt werden, sind recht verschieden ; 
besonders schwierige Beispiele, zu deren Lésung gréBere Erfahrung nétig ist, sind mit einem 
Stern gekennzeichnet. Die Ausfiihrlichkeit, mit der die Lésungsmethoden besprochen werden, 
war erforderlich, da dieses Buch in erster Linie fiir Hérer von Technischen Hochschulen bestimmt 
ist, die fiir eingehende Anweisungen stets dankbar sind. Doch wird auch der in der Praxis stehende 
Ingenieur aus den schénen, wirklichkeitsnahen Problemen wertvolle Anregungen empfangen. 
G. Heinrich, Wien. 


Engineering Dimensional Metrology. National Physical Laboratory. Volume Es Le G8 ors: 
London: Her Majesty’s Stationery Office. 1955. £ 2/5/-. 


Im Jahre 1900 wurde in England das nationale physikalische Laboratorium (N. P. L.) zu 
dem Zwecke errichtet, StandardmeBinstrumente zu bestimmen bzw. zu priifen, ebenso Material 
zu untersuchen und physikalische Konstante festzulegen. In der Eréffnungsansprache wurde 
die Verbindung zwischen Wissenschaft und Industrie als Hauptzweck erwihnt. Auf dem Gebiete 
der MaB- und Gewichtskunde sollte nun ein Symposium, das im Oktober 1953 abgehalten wurde, 
zeigen, inwieweit diese Grundsitze verwirklicht worden sind. Als Ergebnis dieser Tagung finden 
wir 40 Arbeitsberichte in 2 Biichern vor, in denen ausgezeichnete Fachleute aus Schweden, 
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Deutschland, Frankreich, Schweiz, USA und England das weite Gebiet, das die Prazision von 
Apparaten, genaueste MeBtechnik, ausgesuchte Me8methoden, Priifung von Material und Ab- 
niitzung desselben umfaBt, eingehend behandeln. Interessenten werden in den beiden Bichern 
viel Wissenswertes finden und die Zusammenarbeit zwischen Industrie und Wissenschaft von 
neuem schatzen. R. Bruniak, Wien. 


Grundlagen und neuere Méglichkeiten des spannungsoptischen Verfahrens. Von G. Mesmer. — 
Die Spannungsverteilung in Fundamentquerschnitten. Von K. Hirschfeld. (Fortschritte und 
Forschungen im Bauwesen. Herausgegeben von O. Graf. Reihe D, Heft 18. Berichte des 
Beirates fiir Bauforschung beim Bundesminister fiir Wohnungsbau.) Mit 11 Textabb., 3 Zahlen- 
tafeln und 23 Bildtafeln, 44S. Stuttgart: Franckhsche Verlagshandlung. 1955. DM 16°40. 


Dieses sehr bemerkenswerte Heft bringt einen Aufsatz von G. Mesmer uber die Grund- 
lagen und neveren Méglichkeiten der spannungsoptischen Verfahren und anschlieBend einen solchen 
von Hirschfeld tiber die Spannungsverteilung in Fundamentquerschnitten. Aus der ersten 
Arbeit seien besonders die aufgezeigten zahlreichen Anwendungsméglichkeiten der Spannungs- 
optik hervorgehoben, wihrend die zweite Arbeit durch die fiir zahlreiche Fundamentformen 
auf spannungsoptischem Wege gefundenen Spannungsverteilungen wertvoll ist. 

E. Czitary, Wien. 
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Der Verfasser ist durch sein bereits in fiinf Auflagen erschienenes Buch ,,Rahmentragwerke und Durchlanftriger — von dem 


auch Ubersetzungen ins Serbische und Spanische vorliegen —in der Fachwelt seit langem bekannt. Unter Verwertung seiner — 
vielseitigen Erfahrungen als Hochschullehrer, Beratender Ingenieur und Priifingenieur hat er mit dem vorliegenden Werk — 


nun auch ein umfassendes Lehr- und Handbuch iiber die Cross-Methode geschaffen. In der strengen Systematik des Aufbaues 
und in der Sorgfalt der Ausstattung wird dieses groB angelegte neue Spezialwerk der Rahmenstatik den mannigfachen Bedirf- 
nissen der Praxis und des Studiums in gleicher Weise gerecht. 
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..Das Buch wendet sich vorzugsweise an den Ingenieur und gibt ihm Auskunft fiber die Fragen der Verfahrenstechnik : 


und des Apparatebaues. Damit hat das Buch eine Bedeutung erlangt, die tiber das Gebiet der Mineralélindustrie hinausgeht. 
Denn die Tafeln, die einen Hauptteil ausmachen, geben eine Fiille von Berechnungsunterlagen, die, um nur einiges zu erwahnen, 
den Wirmeiibergang, den Strémungswiderstand, die Destillation, die Rektifikation usw. behandeln. Anerkennend mu8 die sroBe 
Arbeit hervorgehoben werden, die in der Ausarbeitung der klaren und tibersichtlichen Darstellung der Tafeln enthalten ist. . 
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Von der ersten bis zur letzten Seite ist dies ein originelles Werk! Der Verfasser legt damit der Fachwelt die Ergebnisse seiner 


eigenen jahrzehntelangen Forschungen auf einem Gebiet vor, das die mannigfachsten Aspekte aufweist und fiir naturwissen- 
schaftliche Grundfragen ebenso bedeutsam ist wie fiir die praktische Anwendung in Medizin und Technik. Aus der Vielfalt 


der von ihm gefundenen Blitz- und Stromdurchgangsspuren in belebter und unbelebter Materie ergeben sich Folgerungen und > : 


neuartige Probleme, die fiir den Physiker, Chemiker, Biologen und Mediziner von Interesse sind und neue Perspektiven erdffnen. 


Rentabilitat. Fehlinvestitionen, ihre Ursache und Verhiitung. Von Oberbaurat Ing. B. M. Gerbel, 
Wien. Zugleich zweite umgearbeitete und erginzte Auflage der ,,Rentabilitat industrieller 
Anschaffungen“. Mit 26 Textabbildungen. IX, 264 Seiten. Gr.-8°. 1955. — % 
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»»---Das Werk, das, in gliinzendem Stil geschrieben, sich iuBerst fliissig liest, stellt den ersichtlichen Niederschlag einer jahr- 
zehntelangen, reichen Erfahrung des Verfassers als beratender Ingenieur dar. Es bringt wertvolle Anregungen und eine Fille 


von Material, das wohl.dem auf wirtschaftlichem Gebiet arbeitenden Ingenieur geliufig sein sollte, nur zu oft aber, wie die 


Praxis lehrt, nicht ist. Es war daher ein gliicklicher Gedanke des Verfassers, mit diesem Buch zur Begriindung einer Art 


,,Investitionslehre“, wie Gerbel es nennt, beizutragen, und in klarer allgemein verstiindlicher Form dieses Material weiten Kreisen _ 


der Industrie zur eigenen Nutzanwendung zugiinglich machen oder ihnen zumindest damit eine ernste Mahnung zu geben, den 
Fachmann zu Rate zu ziehen, bevor gréBere Investitionen gemacht werden.’ Mund W Maschinenbau und Warmewirtschaft 
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